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AYERTISSEIENT. 



Le premier Chapitre de celte sixième édition renferme les 
premiers élémenls de la théorie des fondions circulaires; le 
deuxième esl relatif à la construction ei à l'usage des Tables 
trigonomélrîques; les deux Chapitres suivants contiennent la 
Trigonométrie proprement dite, c'est-à-dire l'ensemble des 
principes sur lesquels repose la résolution des triangles recti- 
lignes ou sphériques. Ces quatre Chapitres constituent la 
partie élémentaire de noire Ouvrage, et les matières qui y 
sont développées comprennent tout ce qui est exigé des 
Candidats aux Écoles spéciales du Gouvernement. Dans le 
Chapitre cinquième, nous donnons un complément assez 
étendu de la théorie des fonctions circulaires, si utile dans 
les parties élevées des Mathématiques. Enfin le sixième 
Chapitre, qui termine l'Ouvrage, esl surtout consacré au déve- 
loppement des solutions trigonométriques fondées sur l'em- 
ploi des séries; ces solutions se rapportent à différents cas 
qui se présentent fréquemment dans l'Astronomie et dans 
la Géodésie, et pour lesquels les méthodes générales devien- 
nent insuffisantes. 
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TRAITÉ 

TRIGONOMÉTRIE. 



CHAPITRE PREMIER. 

ÉLÉMENTS DE LA THÉORIE DES FONCTIONS CIRCULAmES. 



Définition du motfon 
i . Lorsque deux grandeurs variables sont telles , qu'à 



chaque valeur de l'une correspond une valeur déte 
de l'autre, on dit que ces grandeurs sont fonctions l'uiie de 
l'autre, Par exemple, dans un cercle, la circonférence et la 
surface sont fonctions du rayon; et, réciproquement, le rayon 
est fonction de la circonférence ou de la surface. 

La Trigonométrie est fondée sur la théorie de certaines 
fonctions qui naissent de la considération du cercle, et que 
l'on nomme, pour cette raison, fonctions circulaires.. Nous 
comniencerons par exposer les éléments de cette théorie. 

Sur la mesure des longueurs. 

2. Soit {fig. i) un point fixe d'une ligne séx droite ou 
courbe, et supposons qu'à partir de ce point O on prenne 



sur x' X diverses longueurs OA, OA', OA", . . . ; ces longueurs, 
étant rapportées à une m6me unité, seront représentées par 
des nombres, et nous donnerons à ces nombres le signe -I- ou 
le signe — , suivant que les longueurs dont ils expriment la 

Trifi. s. i 
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2 TRAITÉ DE TRlGONOaérRIE. 

mesure seront portées dans un sens ou dans l'autre. En d'au- 
tres termes, les longueurs portées dans un sens (celui qu'on 
voudra) seront des quantités positives, les autres seront des 
quantités négatives. 

Si, par exemple, on convient que le sens des longueurs 
positives soit celui de Ox indiqué par la flèche, et que les 
points A, A', A" soient respectivement situés à 7, 9, 6 mètres 
du point 0, si en outre on prend le mètre pour unité linéaire, 
les longueurs OA, OA', OA" seront respectivement repré- 
sentées par H- 7, -j- 9, — 6. Supposons que a soit la quantité 
positive ou négative qui représente ainsi une longueur ci 
sur si/x à partir du point O; le nombre d'unités renfer 
dans cette longueur sera -\- a ou —a, suivant que a sera 
positive ou négative. 

D'après cela, si l'on imagine un point mobile partant de O, 
et se mouvant tantôt dans un sens, tantôt dans l'autre, les di- 
verses parties de ocf x décrites par le point mobile seront re- 
gardées comme positives ou comme négatives, suivant qu'elles 
auront été décrites par un mouvement dans le sens Ox, ou 
dans le sens opposé O^'; et si l'on désigne par a, b,c,d, ... 
les quantités positives ou négatives qui mesurent les longueurs 
décrites successivement par le mobile, par x la quantité qtii 
représente la distance du point O au point où le mobile s'est 
arrêté, on aura, dans tous les cas, 



Des aj-cs de cercle. 

3. Dans l'étude que nous entreprenons des fonctions qui 
naissent de la considération du cercle, le rayon sera toujours 
pris pour unité. 

Soit O (Jig- 2 ) un cercle dont nous représenterons la circon- 
férence par 2 TT, et le quadrant (quart de circonférence) par — 

Soient A un point fixe de la circonférence, M un point mobile 
partant de A et se mouvant dans le sens de AB (indiqué 
par la flèche) que nous adopterons pour les arcs positifs; 
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l'arc AM est nul à l'origîue du mouvement ; il augmente en- 
suite, et sa valeur est h t. quand le point mobile est revenu au 
point de départ. Mais on peut imaginer que le mouvement se 




continue indéfiniment, en sorte que le point mobile peut dé- 
crire un arc composé d'une on de plusieurs circonférences. 
Si le mouvement du point M a lieu dans le sens contraire à 
celui que nous avons supposé, l'arc décrit est négatif, mais sa 
valeur absolue prend tous les états de grandeur à partir de 
zéro. Ainsi l'arc de cercle est une quantité susceptible de 
prendre toutes les valeurs entre — ■ co et 4- oo . 

L'extrémité fixe A de l'arc variable AM sera dite l'origine 
de l'arc. 

Si a désigne l'un des arcs qui ont une même extrémité M, 
tous les arcs x qui ont cette extrémité seront donnés par la 
formule 

où k représente un entier indéterminé positif, nul ou négatif; 
car deux arcs qui ont même origine et nième extrémité ne 
peuvent évidemment différer que par un multiple de la cir- 
conférence. 

4. Arcs complémentAiubs et Arcs sxjpplémehtaires. — 
Deux arcs positifs tous deux, ou l'un positif et l'autre négatif, 
sont dits complémentaires ou compléments l'un de l'autre, 
lorsque leur somme est égale à un quadrant, c'est-à-dire 



Deux arcs sont dits supplémentaires ou suppléments l'un 
de l'autre, lorsque leur somme est égale à une dcmi-cii'confé- 
rence, c'est-à-dire égale à is. 
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Définition des lignes Vigononiéiri^ues. 

5. Menons [fig- 3) par le centre du cercle O deux droites 
rectangulaires Ox et Oy, qui coupent la circonférence, la pre- 
mière au point A et la seconde au point B; menoiia ensuite, 
par les points A et B, les droites As et Dm, respectivement 
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parallèles à Oy et 0^7, et dirigées daas le même sens que 
celles-ci ; on sait, par un théorème connu de Géom.étrie, que 
les droites Kz et B« seront tangentes à la circonférence. Pro- 
longeons enfin les droites Ox, Oj, As et Bm suivant Ox*, 
Ojr', As'etBii/. 

JVous prendrons le point A pour origine des arcs, et le sens 
des arcs positifs sera celui de la direction d'un mobile se mou- 
vanl de A vers B. En outre, conformément au principe du 
n" 2, les longueurs prises à partir du point O sur Jt/ x on sur 
y" Y seront positives si elles sont portées dans le sens de Ox 
ou do Oj"; elles seront, au contraire, négatives si elles sont 
portées dans le sens de Oa/ ou de Oy' . Pareillement, les lon- 
gueurs prises sur ^f z à partir du ]3oint A, ou sur i/it à partir 
du point B, seront positives si elles sont comptées dans le sens 
de As ou de Bu; elles seront, au contraire, négatives si elles 
sont comptées dans le sens de A.z' ou de Bf/. 

Cela posé, désignons par x la quantité positive ou négative 
qui représente l'arc variable dont l'extrémité M peut prendre 
sur la circonférence toutes les positions possibles; 
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MP perpendiculaire sur a:' x, etMQ perpendiculaire sur jj-'y- 
prolongeons le rayon OM qui coupe w'k en Set a'z en T; me- 
nons enfin par le point M la tangente HR qui coupe j'j en H 
et x'x en K : la longueur OQ ou sou égale JVIP, prise avec le 
signe qui lui convient, est le si?tus de Tare œ; les longueurs 
AT et OK, prises également avec les signes qui leur convien- 
nent, sont la tangente et la sécante de l'arc x. 

On peut ainsi poser les définitions suivantes ; 

Le sinus d'un ai-c est la quantilé positive ou négative tjul 
mesure la perpendiculaire abaissée de l'extrémité de l'arc 
sur le diamètre qui passe par l'origine. 

La tangente d'un arc est la quantité positive ou négative 
qui mesure la portion de tangente menée par l'origine de 
l'arc et terminée au diamètre qui passe par l'extrémité. 

La sécante d'un arc est la quantité positive ou négative qui 
mesure la portion du diamètre mené par l'origine, comprise 
entre le centre et la tangente à l'extrémité de l'arc , 

On nomme cosinus, cotangente et cosécante d'un arc le 
sinus, la tangente et la sécante de l'arc complémentaire. 

De'signons toujours par x l'arc variable dont l'exti'éinité 
est M; je dis que si l'on considère le point B comme une nou- 
velle origine d'arcs, et que le sens des nouveaux arcs positifs 

soit dirigé de B vers A, l'arc x aura de même que x le 

point M pour exti'émité. En effet, puisque B est l'orjgine de 

l'arc X, on peut, pour décrire cet arc, aller d'abord de B 

en A, et, à pai-tir du point A, il restera à décrire l'arc — x, le 
sens des arcs positifs étant dirigé de B vers A, ou à décrire 
l'arc x, en supposant que le sens des arcs positifs soit dirigé 
de Avers B. Or de cette manière on revient évidemment au 
point M. 

Il résulte de là que le cosinus de l'arc x est la longueur MQ 
ou son égale OP, prise avec le signe qui lui convient, et que la 
cotangente et la cosécante du même arc sont respectivement 
égales aux longueiu-s BS et OH prises chacune avec le signe 
qui lui convient. 
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Le sinus, la tangente, la sécante, le cosinus, la eotangente 
et la cosécaute d'un arc x se représentent par les notations 

sin^, tang'a^, se'ca;, cosa-, cota;, coséc^;, 

et on les désigne par la dénomination commune de lignes tri- 
gonométriques ou de fonctions circulaires. 



f^ariatioii des lignes Irigonométriqaes. 

6. Nous allons examiner de quelle manière yarient les six 
lignes trigonométriques d'un arc x, lorsque cet arc varie de o 
à+co etdeoà — m. 

Si X croît de o à -1 — t les six lignes trigonométriques 

restent positives ; sin x croît de o à -;- i , en passant par toutes 
les valeurs intermédiaires ; tangue croit de o à -h =c , et séo^ 
croît de I à -i- » . 

Les trois autres lignes vont au contraire en décroissant : 
cos^ décroît de i à o; cot^ décroît de -[- co à o, et coséc:)? 
décroît de + «o à -1- i , Ainsi, en désignant par s un ai'c po- 
sitif qui déci'oît de manière à avoir zéro pour limite, on a 



COt lini E r- -!- co , 



c lim - — £ ) ^ H- a> , coséc - =: -i- 



Si X croît de -h '- 



restent positifs, 



mais les quatre autres lignes trigonométriques sont négatives, 
sin a; décroît de + i à o; tango: croît de ^- co à o; séc^ 
croit de — ■ oo à — i ; cos^ décroît de o à — i ; cot:i; décroît 
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de o à — co et coséca^ croît de + ï à + oo . Ainsi l'on a 



tang ir ^ o, cot lim (it — s) =; — oo , 

.&.=-,, ™éolio(,-.)= + °»- 

Si X croît de -h 71 à -1 , tangue et cot:i: redeviennent 

positives, mais les quatre autres lignes sont négatives ; sinx 
décroît de o à ■— i ; taiigjc croit de o à + co ; sécj:; décroît de 
— I à — 00 ; C03:k croit de — i ào;cotx décroit de H-co ào, 
et cosée x croît de — oo à — i . Ainsi l'on a 

cot lim (ir + s) = H- X , cosec îlm (ir 4- = — «^ ' 



Si a: croît de — à a tt, cos x et sec x deviennent positives, 

mais les quatre autres lignes sont négatives ; sin x croît de — i 
à o ; tang x croit de — oo à O ; sec x décroit de -h oo à + i ; 
cos^r croît de o à -i- i ; cot^c décroît de o à — co , et eoséca: 
décroit de — i à — =o . Ainsi l'on a 

tiing lim I (- e] :=:; — co , séc lim ( ■ — ^ + eI — + oo , 



tang :t^ n^ o, cot lim (aîr — s) r— ^ co , 

Si l'on fait croître x de a tt à 4 ^> ou de 4 ^ f" ^ î^j ou . 
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les six lignes trigonom^ triques reprennent piïriodiquement les 
mômes valeurs et dans le môme ordi-c. 

Si X décroît de o à — co , cos x et sec x prennent les mêmes 
valeurs que quand x croît de o à ^- oo ; les quatre autres lignes 
trigonométrîques prennent aussi les mêmes valeurs absolues 
que quand x croît de o à + oo , mais les signes sont changés. 
On vérifie immédiatement ce fait en remarquant que les extré- 
mités de deux ares x et — x égaux et de signes contraires sont 
situées du même côté as y/ et à des distances égales de ,rjf'. 
Ainsi l'on a, quel que soit x, 

tang (— a:) ^ — tanga:, eut ( — ,r) :■.= — cota:, 

Et, puisque les lignes trigonométrîques redeviennent les 
mêmes quand on ajoute à l'arc un nombre quelconque de cir- 
conférences, on aura, quel que soit x, et en désignant par A* 
un entier positif ou négatif quelconque, 

tang (a^ir + x) ^îaiig.r, cot (2/ je -i- a:) :^coî.r, 

7. Soit X un arc quelconque positif o^i négatif. Les deux 
arcs X &X x-\-T. sont évidemment terminés aux extrémités 
d'un même diamètre; par conséquent leurs sinus, leurs cosi- 
nus, leurs sécantes et leurs cosécantes sont égaux et de signes 
contraires, tandis que leurs tangentes et leurs cotangentes sont 
égales et de même signe. On a donc 

taiig(7r + 37) — tang a:, cot(5i -(- jc) = cota:. 

Les fonctions tang x et cot x ne changeant pas quand x aug- 
mente de TT, on dit que ces fonctions sont périodiques; tt est 
l'amplitude de la période ou simplement la période. Les 
quatre autres lignes trigonométrîques sont égalementdes fonc- 
tions périodiques de x, mais leur période est 27r; on a vu ef- 
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fectivemcnt que les lignes trigonométriques ne changent pas 
fjuand X augmente d'un multiple de la circonférence. Les 
équations précédentes montrent que sinx, cosx, séc:c et 
coséc^r ne font que cliangcr de signe, quand x augmente de la 
demi-période i:. 

Si, dans les équations précédentes, on change .x en — x^ il 
vient, en ayant égard aus formules du numéro précédent, 

tang(î; — .x) = — taiigj:^, cot (k ■ — ■^} ^ — cot.r, 

séc (ji ■ — x)=^^ sécœ, coséc (ji — x) '.rr. coséca;; 

d'où il suit que, si deux arcs sont supplémentaires, leurs sinus 
et leurs cosécantes sont égaux et de même signe, tandis que 
leurs cosinus, leurs tangentes, leurs cotangentes et leurs sé- 
cantes sont égaux et de signes contraires. 

Des deux groupes précédents d'équations on déduit immé- 
diatement, en désignant par k un entier positif ou négatif, 
sin[(s* + ,)-±»] =+si", C0S[(2* + .).±..]=-C0SX, 

tang (A-Kih^) ^rhiangx, cot (/■Bd::3:)=^=tcota:, 

8. De la discussion du n" 6 il résulte que le sinus et le co- 
sinus restent compris entre les limites - — ■ i et H- i ; la sécante 
et la cosécante prennent toutes les valeurs entre -h i et + «> , 
et entre — i et — oo ; enfin la tangente et la cotangente pren- 
nent toutes les valeurs comprises entre — oo et -f- » . 

U est très-important de remarquer que chacune des lignes 
trigonométriques d'un arc x prend toutes les valeurs qu'elle 
est susceptible d'acquérir dans la variation indéfinie de x, 
lorsqu'on ne fait varier x que dans un intervalle de deux qua- 
drants. Ainsi, quand x varie de à -f- -> le sinus, la tan- 
gente, la cotangente et la cosécante prennent toutes les valeurs 
dont ces lignes trigonométriques sont susceptibles; et si x 
varie de o à tt, le cosinus, la tangente, la cotangente et la sé- 
cante prennent aussi toutes les valeurs dont elles sont suscep- 
tibles. Enfin, si l'on n'a égard qu'aux valeurs absolues, les six 
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lignes trigonométriqucs preimeiit toutes leurs valeurs quand 

l'arc varie de o à -; ou de - à tc, ou , . . . 

On a souvent besoin, étant donné un arc x, de trouver l'arc 

compris entre o et -) qui, abstraction faite des signes, a les 

mêmes lignes trigononiétriques que a?. Il suffit pour cela de 
retranclier de œ le plus grand multiple positif ou négatif de la 
demi-circonférence qu'il peut contenir, de manière que le 
reste positif ou négatif d:« soit en valeur absolue moindre 

que - ; l'arc x aura, en faisant abstraction des signes, les mêmes 

lignes trigoisoniélriques que x. 

Des arcs qui correspondent à une ligne trigonométrique 
donnée. 

9. H résulte des développements qui précèdent qu'à chaque 
valeur de l'arc entre — ao et -h » correspond une valeur 
unique bien déterminée pour chacune de ses lignes trigo- 
nométriqucs, taudis qu'à une même valeur donnée del uns des 
lignes trigonométriqucs correspondent une infinité de valeurs 
de l'arc. Il est très -important de savoir déterminer tous les 
arcs qui répondent à une ligne trigonométrique donnée, 
lorsque l'on connaît l'un de ces arcs ; nous allons donner la 
solution de cette question. Soient, comme précédemment, 
A l'origine des arcs '■,y'y la ligne sur laquelle se portent les 
sinus et les cosécantes ; o(/ x celle sur laquelle se portent les 
cosinus et les sécantes; Jz et u'u les lignes sur lesquelles se 
portent respectivement les tangentes et les cotangentes. 

SiHus ET cosécAhtes. — Soit ^- OQ ou — OQ' un sinus 
donné [fig- 4); menons par le point Q ou Q* une parallèle 
àOA; celte parallèle coupera la circonférence en deux points M 
et iVI' ou M" et M'", et il est évident que tout arc qui répond au 
sinus donné aura l'un de ces deux points pour extréuiité ; dési- 
gnons par a l'un quelconque de ces arcs ; je dis que les arcs a 
et TT — a. auront respectivement pour extrémités M et M' 
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OU M" et M'"; en effet, suppôt 
son extréinJté en M : pour décri 



ns, par exemple, que a ait 
5 l'arc TT — - a, ou ira d'abord 



"•Xî?^- 



de A eu A', en suivant le chejiiin ABA'; il restera à décrire 
l'arc — a, ee qui ramènera en M', puisqu'en décrivant -(- a à 
partir de A on s'arrête en M. Cela posé, tout are x quï répond 
au sinus donné a la même exlrémîté que l'un des arcs a 
et 7t — a; on a donc (n" 3), en désignant par k un entier po- 
sitif, nul ou négatif, 

x^l/iTc-:- a, ou x^l/i-n ~tc — a=:[Q.k -\-ï)-!: — a. 

Soit, en second lieu, + OH ou — OIF une cosécante don- 
née -, si par le point H ou H' on mène deux tangentes à la cir- 
conférence, les points de contact M et M' ou M" et M'" seront 
les extrémités des ares qui répondent à la cosécante donnée. 
Si donc on désigne par :k et « deux quelconques de ces arcs, 
on aura comme précédemment 

Cosinus ET sécahtes. — Soit 4- OP ou — OP' un cosinus 
donué; menons parle point Pou P' une perpendiculaire àOA; 
cette perpendiculaire coupera la circonférence eu deux points 
M et M'" ou M' et M", et il est évident que tout arc qui répond 
au cosinus donné aura l'un de ces deux points pour extré- 
mité; désignons par a. l'un quelconque de ces ares. Les arcs a 
et — a auront leurs extrémités en Met M'" ou eu M' et M"; 
donc tout are x qui répond au cosinus donné a la même ex- 
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tjémitc que l'un des arcs a et — a ; on a, par suite, 

k étant un entier positif, nul ou négatif. 

Soit, en second lieu, -+- OK ou — OK' une sécante donnée; 
si, par le point K ou K', on mène deux tangentes à la circon- 
férence, les points de contact M et M'" ou M' et M" seront les 
extrémités des arcs qui répondent à la sécante donnée. Si donc 
on désigne par x et x deux quelconques de ces arcs, on aura, 
comme précédemment, 

Tamceimtes et cotamgemtës. — Soit une tangente donnée 
-I- AT ou —AT' ou une cotangente donnée -H BS ou — BS'; 
menons une droite par le centre du cercle et par l'esti'émité 
de la tangente ou de la cotangente donnée; cette droite cou- 
pera la circonférence en deux points M et M" ou M' et M'", et 
il est évident que tout arc qui répond à la tangente donnée ou 
à la cotangente donnée aura l'un de ces deux points pour ex- 
trémité; désignons par a l'un quelconque de ces arcs. Les 
arcs a etjy-t-ci auront éyidemment leurs extrémités en M et M" 
ou en M' et M'" ; donc tout arc x qui répond à la tangente 
donnée ou à la cotangente donnée a la même extrémité que 
r«n des arcs a et jc + k, et l'on a, par conséquent, 

ou simplement 

h désignant un entier positif, nui ou uégatif. 

Ce qui précède conduit aux conséquences suivantes r 

Pour (jue deux arcs aient le même sinus ou la même cosé- 
cante, il faut et. il suffîl, ou que leur somme soit égale à un 
nombre impair de demi-cir conférences , ou que leur différence 
soit égale à un nombre pair de demi-circonférences. 

Pour que deux arcs aient le même cosinus ou la même sé- 
cante, il faut et il suffit que leur somme ou leur différence 
soit égale à un nombre entier de circonférences. 

Pour que deux arcs aient la même tangente ou la même 
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cotangente, il faut et il suffit tjue la différence de ces arcs 
soit égale à un nombre entier de deini-circonférenccs. 
10. Quand on pose 

on a coutume d'écrire aussi 

a: -= arc sm7, ou a^ = arc tangj, ou a; = arc sécj, ou . , . , 
c'est-à-dire x ^ l'arc dont le sinus estj^ x = l'arc dont la 
tangente estj, ... ; mais, d'après ce qui précède, on voit que 
ces expressions arc sinjf, ... ne sont pas entièrement déter- 
minées, car elles admettent une infinité de valeurs pour chaque 
valeur de^. Les quatre expressions arc sinj, arc tangj)-", arc 
cotjf, arccosécjï' deviendront complètement déterminées si 
l'on spécifie que leurs valeurs restent constamment comprises 

entre ^ et -|- -; pareillement les expressions arccosj- 

et arc &écj seront déterminées si l'on spécifie que leurs va- 
leurs restent constamment comprises entre o et 7t. Avec cette 
restriction, les six expressions 

arc sio^, arc langj, arc sécy, ai'c cosj, arc cot_i-, arc cosccj 
peuvent être considérées comme des fonctions de_7; elles sont 
employées à ce point de vue dans les parties élevées des 
Mathématiques, et on leur a donné le nom àe Jonctions cir- 
culaires inverses. Par opposition, les lignes trigonom étriqués 
sont souvent désignées sous le nom de fonctions circulaires 
directes. 

Relalions entre les lignes trigonométriijues 
d'un même oj-c. 
a . Il existe entre les six lignes trigonomé triques d'un 
même arc cinq relations distinctes que nous allons établir. 

Soit X [fig- 5) un arc positif ou négatif dont l'eKlrémiÈé M 

est située dans le premier quadrant AB, on a 

OM = i, 

sin.î: = MP , tanga: = AT, sûc.r — OK, 

cosa:=01', cota: = BS, coséc.c = OH. 
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Cela 
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liigle OMP cloniie 



Mp' + 0P'= OM"; 
les triaiiglos rectangles MOK et MOH donnent a 
OK.OP=:Ôm', OH.OQ = Ôifl'; 

Fig. 5. 




enfin les triangles semblables TOA et MOP, BOS et MOQ 
donnent 

TA __MP SB _MQ 

ÔÂ "^' OP' ÔB ~ OQ' 
e de la n 



suivante ; 



Ces cinq égalités peuvent s'é< 

{,) siu^^ + cos'^ = i, 

(2) séc^.eos. = i, 

(3) coséca;.sma;^i, 

(4) '™8'"=S;' 

Telles sont les relations que nous voulions obtenir; on peut 
en déduire plusieurs autres qu'il importe de remarquer. Ainsi 
on lire des équations (4) et (5), par la division, 

(6) COt^=;-' 

les ccjuations (s) et (3) donnent -. 

(,) ,CC.,= ; 

(8) COsé»=; 
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ce qui montre (jue cota:, sccr et cosecj; sont respective] 
les inverses de tangx, cosx et ainx. 
Des équations (4) et (5) on déduit 



o«, h cause des relations (7) et (8), 

Ces deux dernières peuvent être démontrées dîrectemeut, car 
les triaiigles rectangles OTA et OSB donnent 

Ôï' = bK' =-0A -h AT , Os' = Ôîî'=i:rOB'-l-Bs' 

relations qui ne sont autres que les équations (9) et (lo). 

i% Pour établir les formules (i), (2), (3), (4) et (5), nous 
avons supposé l'extrémité de l'arc x située dans le premier 
quadrant ; mais il est aisé de voir que ces formides sont géné- 
rales. En effet, quelle que soit la position de l'extrémité M 
sur la eir conférence, il existe (n" 8) un arc compris entre o et 

— ) et qui, abstraction faite des signes, a les mêmes lignes tri- 

gonométriquesquea:; d'où il suit que, si l'on n'a égard qu'aux 
valeurs absolues des lignes trjgonométriques, les relations (i), 
(2), (3), (4) et (5) auront toujours lieu. La relation (i), qui 
ne contient que les carrés de smx et de cosa;, sera donc vraie 
dans tous les cas, et il suffit de constater que les deux membres 
de cbacune des relations (2), (3), (4) et (5) ont toujoiirs le 
même signe. Or on a vu : 

i" Que coso: et sécx sont tous deux positifs si l'extrémité 
de l'arc x est située dans le premier ou dans le quatrième qua- 
drant, et qu'ils sont négatifs dans les deux autres cas ; 

2° Que sina: et coséc x sont positifs si l'extrémité de l'arc x 
est située dans le premier ou dans le deuxième quadrant, et 
qu'ils sont négatifs dans les deux autres cas ; 
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3" Que la tangente et la cotangciite de x sont positives si 
l'extrémité de cet arc est dans le premier ou dans le troisième 
quadrant, auquel cas slnx et cosx sont tons deux positifs ou 
tous deux négatifs ; tandis que les mêmes lignes trigonomé- 
triques sont négatives si l'extrémité de l'arc x est dans le 
second ou dans le quatrième quadrant, auquel cas sinjc et 
cosar ont des signes contraires. 

On conclut de là, et de la règle de la multiplication des 
quantités positives et négalîyes, que les deux membres de cha- 
cune des relations (a), (3), (4)5 (5) sont toujours de même 
signe. Par conséquent ces formules subsistent potu' toutes les 
valeurs de x. 

13, Des relations (ï), (2), (3), (4), (3) on peut tirer les 
valeurs de cinq quelconques des six lignes trigonométriquea 
en fonction de la sixième ; on a, par exemple. 



-v/i 


— sin'j:, 








im'^. 


±v/i 


— sin'i- 






mx 


±^.-i 


sin-j; 



Remarquons toutefois que, lorsque l'on connaît une ligne 
trigonométrique d'un arc x., les autres lignes ne sont pas toutes 
déterminées complètement; ainsi, quand on donne sinar, la 
valeur de cosécx est déterminée, mais on ne connaît que les 
valeurs absolues des quatre autres lignes. La raison en est que, 
parmi les arcs dont le sinus est donné, il y en a dont les co- 
sinus, tangente, cotangente et sécante sont positifs, et d'autres 
pour lesquels les mêmes lignes sont négatives. 

On a souvent besoin de connaître sinx et cosx quand on 
donne tang:c; supposons que la valeur donnée detang.r ait la 

forme fractionnaire — ; on aura 
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d'où l'on tire 



dans ces deux formules, le radical \Jm^ ^- n' doit être pris avec 
le même signe; mais ce signe est indéterminé. 

L'arc j étant égal à son complément, cos j est égal à sin y ; 



e ensuite, par ce qui précède, 



Formules relatives à l'addition des arcs. 



14, SiHus ET cosiMTJS. — Nous nous proposons ici de déter- 
miner le sinus et le cosinus de la somme de deux arcs, con- 
naissant les sinus et les .cosinus de ces arcs. 

Désignons par a et h deux arcs positifs dont la somme n^ 

surpasse pas-- Soit [fig. 6) A l'origine des arcs; prenons 
Fis. 6. 




AM = a^l MN = è ; on peut considérer l'are h 
M pour origine et N pour extrémité, et l'on a 



menons NQ perpendiculaire sur le rayon OM; NE. QI, MP 
Tr!g. s. 



yGoosle 



iS TRAITÉ DE TRIGONOMÉTRIE. 

perpendiculaires surOA, et QH parallèle à OA, on aura 

sin a =: MP, cosn = OP, 

sine L^NQ, cos& = OQ, 

sin(« + &)=:WR = QI-!-nH, 

cos {rt + &) = OR = 01 — QH. 

Cela posé, les triangles semblables MPO et QîO donnent 

Q£ _ m OQ 

MP"^OJ? ~Ôm' 
d'où l'on tire 



Les triangles MPO et WQH sont aussi semblables, ear ils ont 
les côtés perpendiculaires ebacun à chacun; on a donc 



d'où Ton tire 




™=?^5=c„.««. 


MP.NQ 
«"- OH 


On a, d'après cela, 




(,) sin (a + ») = .» 


)«cosÈ-t-cosnsir 


(=) cos(«+6) = co 


sacosè — sin«sir 



iS. Ces formules (i) et (2) n'ont été démontrées que dans 
l'hypothèse où « et A sont deux arcs positifs dont la somme 

n'est pas supérieure à - ; mais nous allons prouver qu'elles 

s'appliquent à deu3 arcs quelconques a et 6. 

1° Les formules {1} et {2) subsistent pour toutes les valeurs 

de a et de h comprises entre o et — 

Cela ayant été établi pour le cas de o H- è -< - ou = -, sup- 
- h'^ —^1 soient a' et b' les compléments de a et 
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de è, on aui'a ce ~\- b' <^ — ; par conséquent, 

Comme les sinus de deux ares supplémentaires sont égaux, 
tandis que les cosinus sont égaux et de signes contraires, si l'on 

rentplacc a', b' et d -\~b' par leurs Taleurs a,~ — h et 

1T — {« + i), on obtiendra précisément les formules (i) et (2). 
1° Siles formules [1] et [1) s' applùjiient à deux arcs a et b-, 

elles subsistent encore, quanà on ajoute— à l'un des arcs. 
Les arcs a et b satisfaisant, par hypothèse, aux formules (r) 

et (2), posons «'=:«-;-— ^et remplaçons a par a' j il 

viendra 



donc les formules précédentes peuvent s'écrire comme il suit : 

et l'on voit que ce sont les formules (i) et (2} où l'on a mis a' 

ou fl -1- - à la- place de a. 

Z° Les formules (i) et[o.) subsistent pour toutes les valeurs 
positives de a et de b. 

Supposons, en effet, que les arcs positifs « et è contiennent 
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respectivemcnl, lu premier m, le deiixiciiie n quadrants, et 
posons 

a' et b' étant chacun moindres qu'un quadrant; on aura 

cos{a' -i- b') = cosft' cosa' — siiin' sin&'. 

Or, d'après ce qui précède, ces formules subsisteront si l'on 

ajoute successivement m fois - k a' et n fois - à è'; donc les 

formules (i) et (a) s'appliquent à deux arcs positifs quel- 
conques ti et i. 

4° Les formules (i) et (2} subsislenl pour des valeurs f/uef- 
conques de a et de b. 

Cette proposition étant démontrée dans le cas où a et è sont 
tous deux positifs, supposons que l'un un moins de ces arcs 
soit négatif, et désignons par k un entier assez grand pour que 
les sommes ihT. -^ a ^=^ n', 2 /f 71 -|- è = è' soient positives ; on 
aura 

sin(rt' + 6') = sinû'cos6' + cos«'sin6', 
cos[«' +b') = cosa'cosè' — sma' sin5' ; 
remplaçant a' par 2 Atl 4- «, h' par r: hn -\~ é, et se rappelant 
que l'on a, quel que soit x^ 

on retrouve les formttles (1) et (2). 

La généralité des formules (i) et (2] est donc complétemeni, 
établie; il convient de remarquer que chacune de ces formules 
peut se déduire de l'autre en remplaçant dans celle-ci a par 

a H — > ou S par 5 -f — ■ 

Si dans les formules (i) et (2) on change b en — i, il vient 

(4) cos((! — b) =:cosncosè H-sin«sini. 

16. On peut facilement trouver, par ce qui précède, le sinus 
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et le cosinus de la soinme d'un nombre quelconque d'arcs, 
quand on connaît les sinus et les cosinus de ces arcs. Soient, 
par exemple, a, b, c trois arcs quelconques; on a 

si„ (« 4- 5 + c) ,-^_, sin (« + 6) «ose + cos (-Ï -l- &) sine, 
cos(« + è-e) = cos{« + i)cos^-sin(^ + &)siaci 

puis, en développant sîn [a -t- b) et cos [a -\- 5), il vient 

sin(« 4- è-i-c) =; siii(!cos&cosc-v sîuZ'COSncosc 
H- sinccosocosè — sinasinô sine, 



nus d'une somme de trois arcs, on pourra obtenir celles qui 
donnent le sinus et le cosinus d'une somme de quatre arcs, et 
ainsi de suite. 

17. Tangektes et cotahgeïïtes. —Proposons-nous main- 
tenant de trouver la tangente ou la cotangente de la somme de 
deux arcs, connaissant les tangentes ou les cotangentes de ces 
arcs. 

Soient « et i deux arcs quelconques, positifs ounégatifs; 



- i j cos « eus b^ûaa sin b 

et, en divisant les deux termes de celte valeur detang(i-j4- b) 
parcosacosè, 

(5) t.ms(« + i) = 



tang(!-h tangy 



ing«tang6 
Si l'on change è en — ô dans cette formule, il vient 



(6) tang(«-È)^- 



h t;ins</taii 



Pour avoir cot(<ï ■+- b) en fonction de cotcï et cotJ, il suffit 
de se rappeler que la cotangente d'un arc est l'inverse de la 
tangente de cet arc. Au moyen de cette remarque, on peut 
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écrire les équations (5 ) et (6) comme il suit : 

cot{a-hb)= '' --, cotffl— è)r= — — -— ^ - 

* ' cot«-+-coté ' ' cote — cotiî 

On peut aisément, par ce qui précède, exprimer la tangente 

de la somme d'un nombre quelconque d'arcs en fonction des 

tangentes de ces arcs. Soient, par exemple, a, 5, c trois arcs 

quelconques; on a 

, , , 1 tansfû -4- S) + tansc 

îans (a-hb -\-c)-== " ■ ■ . — '—-r-, — ^^— î 

*"■ ' 1— tang(«+ 6)tangc 

I 1 i\ 1 fange + tnng& 
et, en remplaçant tanE uz -h o) par sa valeur—- , ? 

il vient 

, , , taaea 4- tanaÔ + tanffc — tans-u taiigi tanec 

tang Œ ^- & H- c) = 2 i^ ï^ 5__5-^ E-, . 

^ ' 1 __ taûgiitangé — tango tangc — tango lange 

Connaissant ainsi la formule qui donne la tangente d'une 
somme de trois arcs, on pourra obtenir celle qui donne la 
tangente de la somme de quatre arcs, et ainsi de suite. 



Formules importantes déduites des formules relatives 
à l'addition des arcs. 



18. Des formules 




sin(» + »)=.. si 


nacos& H- Cl 


cos(« + i.)=ci 


jsacosè— ai 


»«(»~i) = si 


nûcos& — ce 


«.(■.-i)=c< 


)socos6 H- si 


on déduit 




;>m(«-hS) + ,i 


„{.™s) = 


^ ' co&{a-\-b] -!-c( 




f cos{*(— &) — C( 


)s(a -1- &) = 


Soient maintenanE 
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et les formules précédentes deviendront 

I sin/» -t- sing =3sîn - (p -H-i/JM 

ûnp — smq = 2 8m- f/.-^ g) M 

casp H- cosg- =1: 2 cos - (p H- g ) ce 

C09Ç — cosp T^ a sin — (p ^- g) si 



{») 



(p + î). 

Lployëes; elles 



Ces dernières formulés sont fréquemmenl 
servent à exprimer la somme ou la différence de deux siniis 
ou de deux cosinus par un produit de sinus ou de cosinus, 
On peut de même exprimer par un produit la somme 
différence d'un sinus et d'un cosinus ; en effet, on a 



cos/jztsm<7=sml - — ;j 
, en faisant usage des formules (2), 



'i±i'l 



En divisant deux à deux les formules (2), on olitient leg 
suivantes, qu'il importe de se rappeler : 

p-ysmq __ ûn \(p + /})co5\{p--q) ^ tangfÇp_+ îj^ 
siap — ànq sin^{p — q)ms^{p -h q} ' tang{{p~g)' 
siap + sin g _ sini(p-l-g)_ 



COSJ3-I- COS y 



cosg — cosp 
(4) 1 sinp — smg _ 



" COS^{p + q) 

-cosKp-î) 
■^oH(p 



-tang^p-hg), 

r--=coti(/i— q), 

fangi (/> — ?), 



I cosg — cos^ siE-j(/) +g)sia^(p— g) 
= COl;-i{/i ■i-q)c<yt^{p— q). 
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19. On peut aussi Iransformer la somme ou la différence 

de deux tangentes en un produit de lignes trigonométriques. 

On a, en effet, 

sinn sin b sinacni.b±cosa sitiô 
tangadicang6==--—— --y :=-—■-■- , ^ 



{5) ^^"S'' — *^"^^^^^1^^^^' 

on aurait de môme 



[<>} cot«ri;col6 ^ - 

(,) cot»±t.ngS=^;im^. 

Voici encore une formule qu'il convient de remarquer. 
Multiplions entre elles les deux égalités 



ilv 



sin(a-l-i'') = sinacos6-l-cos«siûA, 
siîi(« — b) = sma C056 — cosa sinS; 

sii{« + &)sin(a-&) = sin'«cos'&-co5'«.m"/, 

= (,-sin'S).in'«-(,-m=«)sin=^- 
= (I - cos=«)cos=i - (I - COS'^JCÛSV, 

I sinffl + é)siTi[<2 — 6) = sin'a — sm=Z/ 
1 ^cos'è — cos'o. 

20. Somme des cosikbs ou des sikhs d'oke suite d'aucs e: 
vnOGEEssiow ARITHMÉTIQUE. — Soieut les n arcs 

a, a-h/i, a-^-lh,..., a + {n~ l)h. 

Désignons par j un nomljre entier quelconque; on a (ii" 18) 

En donnant successivement à (les valeurs o, i, a,, . . ,k — i 
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»>(a + 70 = si 



Ajoutant ces égalités membre à membre et faisant les réduc- 
tions, il vient 



,(„+/,) + ...+„>[«+(,-,)*] 



enfin, en transformant le numérateur du second membre eu 
produit de sinus et cosinus, par les formules du n" 18, on a 

cos« + cos(^ + A) H- cos{« + ih)^ . . . + cos[« +{n~ i)h} 



Si dans cette formule on change a en - — «, et /( eu — /(, 
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Les deux formules précédentes donnent des expressions très- 
simples pour la somme des cosinus de n arcs en progres- 
sion arithmétique, ainsi que pour la somme des sinus de ces 

Multiplication des arcs. 

21. ExpEESsioMs DE sin 2a et de cos aa en fomctiom de 
sinn oTj be cosa. — Si, dans les formules 

''^ \ cos(<(H-i)T=eos«cos6 — siûasmÈ, 

on fait S := a, il vient 

Ces formules (a) font connaître les valeurs de sinaaetde 
cos aa en fonction de srna et de cosa. Si l'on veut les expri- 
mer en fonction de sin« oudecosa seulement, on devra rem- 



(3) 



sa par ^i — sin*«, ou sina par ^i — cos^iï ; on obtient 



Il importe de remarquer <jue cos aa s'exprime rationnelle- 
ment en fonction de cosa ou de sinn, tandis que sina« est 
une fonction irrationnelle de sina ou de cos«. Il résulte de là 
que, si l'on connaît la valeur de sina ou de cos«j cos a a est 
entièrement déterminé, tandis que la valeur absolue de sim^a 
est seule déterminée. Nous allons donner la raison de ce i'ait. 

Supposons d'abord que la valeur de sin« soit connue, et 
posons 

l'arc a est indéterminé, et ses valeurs, en nombre infini, sont 
données {n" 9) par les formules 

é ayant b pour sinus. D'après 
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cela, les valeurs de sina^ sont données par les formules 
sin2^.^sm(4A-™ + 2a) = sin2«, 
sm2« z=- sm(4^-^ + 3^-_ 2«)= - sinaa; 

et celles Je cosao sont 

COS2a~:cos(4^7r H- 3K)=;C0S2a, 

On voit par là que sinaa est susceptible de la double valeur 
± sinaa, tandis que cosaan'a que la seule valeur cosaa. 

La même chose a lieu si c'est la valeur de cos« qui est 
connue. Soit 

cosa — h, 

et désignons par « un arc déterminé ayant h pour cosinus ; les 
valeurs de a sont données par la formule 



par suite, celles de sîn2« et de cosart le sont par les sui- 
vantes : 

sin2« = sia[4A^-_=:2a}=isin3«, 

C0S2^ = cos(4A^:i:2«)^cos2«; 

sin la a donc deux valeurs égales et de signes contraires, tan- 
dis que cos2« n'en a qu'une seule. 

22. ExpRËssioHs DE sin3<7. ET DE cos3a en roMCTroN ue 
sina ou de cos<ï. — Si, dans les formules (i), on fait b =:2.a, 
on trouve 

sin3a"sinacos2a-hcos«sin2«, 
cos3a = cosûcos2n — sin^sina-i; 

en remplaçant sinaa et cosia par leitrs valeurs tirées des 
équations {2), on trouve 

(4) [t^Z^lT^Î!!,^ 

formules qui font connaître sin3« et cos3fl en fonction de 
sinfl et de coso. En remplaçant, dans la première, cos^rtpar 
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I et dans la seconde sin^a par i 
i cos3« = 4cos'«— 3cos«. 



On voit que sin3iï et cos3ii sont exprimables rationnelle- 
ment, le premier en fonction de sina, le second en fonction 
de cosfl ; au contraire, sin 3 a est une fonction irrationnelle de 
cosa, et eos3« une fonction irrationnelle de sina. Il résulte 
de là que, quand ou donne sina, sin3a est entièrement déter- 
miné, tandis que la valeur absolue de cosSa est seule déter- 
minée; au contraire, si l'on donne cosa, cos 3 a est déterminé, 
mais sînSane Test pas. On peut monti'er qu'il doit en être 
ainsi, par des considérations analogues à celles dont nous 
avons fait usage au n" 21 , et qu'il serait superflu de repro- 

23. Si l'on connaît les valeurs de sin (m — i)a et do 
cos(to — i)(ï en fonction de sina et de cosa, on aura celles 
desin/naetdecosmrt, en posante ^=.[m — i) a dans les équa- 
tions (i), qui deviennent alors 

et en remplaçant sin [m — i) a et cos [m — i)a par leurs va- 
leurs connues. On comprend comment on pourra calculer de 
proche en. proche, par celle méthode, les valeurs de sin4a et 
de cos4'ï, de sin5« et de eos5a, . . . , en fonction de sin« et 
de cûsa. Mais nous ne pousserons pas plus loin les calculs; 
nous donnerons d'ailleurs, dans la suite, une méthode générale 
pour former directement les valeurs de sin mu et de cos ma, 
quel que soit l'entier m. 

24. Expressions DEtangaw kt tiv. tang3(ï eh fonctiou he 
langfl. — Si, dans la formule 

(6) lang(a + ^)=. 



tanga 
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on fait & = a, il vient 

formule qui fait connaître tangaa en fonction de tanga. 
Si, dans la formule (6), on fait b = 2«, il vient 



,ng3«=- 



-tang^ ^ 



et, en remplaçant tanga a par sa valeur tirée delà formulai 



- StiUig'n 



Généralement, si la valeur de tang(m — \)a en fonction de 
tanga est connue, on aura tangîn« par la formule 
langn 4- tangf ni — i)« 



- tang<ïtaT)g{m — ijfl 

On pourra donc calculer successivement les valeurs de 
tang4a5 lang5«,. . ., qui seront toutes exprimées en fonction 
rationnelle de taugu. Nous donnerons dans la suite l'expres- 
sion générale de tangma en fonction de tang«. 

L'expression de cotma en fonction de cota se déduit im- 
médiatement de l'expression de tangma en fonction de tanga; 
par exemple, en remplaçant dans la formule {"]) tang« et 

tangsa par et — ■, il vient 

° *^ cota cota a 



25. Expressions D 
- On a (n° 21 ) 
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.-v/^ 



On voit que les valeurs absolues de cos- a et de sin~<ïsont 

déterminées, mais (jue leurs signes ne le sont pas. On peut 
expliquer ce résultat par les considérations que nous avons 
déjà employées au n° 21. Soient b la valeur donnée de cosa, 
et « un arc déterminé ayant h pour cosinus; les valeurs de a 
pour lesquelles on a cosa = b sont données par la Ibrmiilc 



suivantes 



suite, les valeurs de cos-it et de sîn-fl le sont par les 






Or, si l'on prend pour h un nombre pair, ces formules de- 
viennent 



et si l'on prend pour k un nombre impair, elles deviennent 
cos — a = — cos — a, sin - (î i= dz sin - œ ; 

ce qui montre que cos-a est susceptible de la double valeur 
± cos-K, et sin-a de la double valeur ± sin-œ. 

Si l'ai-c a est donné, les signes de sïn - a et de cos - «sont 

coiiTiits, et l'on peut calculer ces quantités au moyen des for- 
mules (i). Veut-on, par exemple, avoir le sinus etle cosinus 
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de l'arc 5» sachant que le cosinus de j est — (n** 13} ; les for- 

mules (i) donneront 

x^ Va+t^a . ]!■ _ V'a — t/â 

cos y -- ^ , sm ^ _ ^ . 

26. EXPILESSTOMS »ESin-aETDECOS--«EHFOHCTIOHDESma. 

— Si, danslesformules(i),onremplacecos«par±^i — sin'a, 
il vient 






mais on peut arriver à des résultats plus simples. En effet, 1 
deux formules 



on déduit, par addition et soustraction, 



d'où 

cos- II — sin-«^± Vi — sint!, 
2 1, 

et, par conséquentj 

(') ° ' ' 

j sinio = ±j((/i + siu<.:p(/i — sino). 
Dans ces deux formules, les signes supérieurs ou inférieurs, 
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tors des parenthèses ou dans les parenthèses, se correspon- 
dent; mais dans chacune d'elles le signe hors des parenthèses 
est indépendant de celui qui se trouve dans la parenthèse. 

On trouve ainsi quatre valeurs pour cos-a et quatre pour 
sin-a; et il est remarquable que les valeurs de eos- a soient 
précisément les mêmes que celles de siii-n. Pour expliquer 

ce résultat, soient b la valeur donnée de sin«, et « un are dé- 
terminé ayant h pour sinus ; les valeurs de a étant données par 
les formules 



les valeurs de cos-a et de sin-a sont 

Si l'on prend pour k un nombre pair, ces formules deviennent 
et, si l'on prend pour h un nombre impair, elles deviennent 



"r^--(^^)^ 



d'où il suit que cos - a et sin - a ont chacun les quatre va- 
leurs ± cos - «, ±si» -K. 

Si l'arc a est donné, on sait quels sont les signes de sin - n 
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et de cos-<3!; on sait aussi quelle est celle des deux quan- 

lîtés qui a la plus grande valeur absolue. Cette considération 
permet de déterminer dans cliaque cas les signes qu'il faut 

prendre danslcsformules (a) pour avoir les valeurs de cos— a 
et de sîn - a. 



27. ExpBESSioN DE tang-a en Foisction de tanga. — Si, 
dans la formule 

tango a = — ? ""^'^ , 

on remplace a par - «, il vient 

taiigra =: — i^?Âf _ ; 

d'où, en taisant 

tanga = 6, tang - <; = ^, 

(3) .'+i;.-^ = o: 

on tire de là 

Ci) - = "î±\/î= + -- 

Pour savoir ce que représentent ces deux racines de l'équa- 
tion (3), soit CL un arc déterminé ayant b pour tangente; les 
valeurs de a seront données par la formule 

cî celles de x par la suivante : 

Si l'on prend pour k un nombre pair an, cette formule donne 
a;=r tangl me -\ — a] = tang- a. 
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et, si l'on prend pour k un nombre impair 3 ra -[- i , elle dcniio 
X ^= tang 1 rnr H- — 1 k j tzt. tang I - -1- - h j ^ — cot - a ; 

d'où il suit que x a les deux valeurs tang-c; et — coL-a, 
dont le produit est égal à — i . 

Si l'arc a est donné, il est aisé de déterminer quelle est 

eelled.es deux racines de l'équation (3) qui est égale à tang -o, 
car on sait d'avance quel est le signe de cette tangente. Sup- 
posons, par exemple, qu'on veuille trouver lang^-î sachant 
que lang-7^! ; on fera b = i dans la formule (4), qui don- 
nera, parce que tang -k est positive, 

ia„g: = ->-n/;. 

28. On peut exprimer tang ~ « ec fonction de sinw et de 
cosfl par une formule qui est d'un usage fréquent. On a 



liing - « = - 



et, en se servant des formules établies précédemment, on 
trouve 

En remplaçant sina par sj y — cos^a, on a encore 
tang^^^iy'—^. 

29. Equation dont dépend cos^;- (jxiakd cosa est dohhé. — 
Si, dans la formule 
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on remplace a par — ? il v 



ou, en posant 

Cette équation est du trojsîcme degré, et l'Algèbre apprend 
qu'elle a trois racines réelles. On peut démontrer ce fait 
comme il suit : a étant un arc déterminé dont le cosinus est ô, 
les valeurs de a sont données par la formiile 

et les valeurs de x le sont par la suivante : 

— (—-3)' 

où l'on doit donner à h toutes les valeurs entières positives, 
nulles ou négatives. Or, qticl que soit ^, on peut écrire 

t étant l'un des nombres o, i ou a ; on a donc 



ont des cosinus qui sont égaux respectivement (n" 9) à ceux 



donc X a les trois valeurs distinctes 



1 plus grand nombre. 
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30. EqiîAtios dont dépemd sin-^ quand sinn est doivmé. — 
Si, dans la formule 

on met ^ au lieu de «, il vient 

sm« = 3.in2-/i™.;, 
et, en posant 

on obtient l'équation 



4 4^' 

qui se déduit de celle du n" 29 en changeant â en — h. 

Pour savoir ce que représentent les trois racines de cette 
équation, soit « un arc déterminé ayant b pour sinus; les va- 
leurs de a seront données par les formules 

et celles de x par les suivantes ; 

Soit ft=;3rt-+' i, i étant l'un des nombres o, 1,2; ces for- 
mules deviennent 



— -"\_— 3 3;"-'v 3 3; 

Mais les arcs 

3 3' 3 3' 3 3 

ont respectivement (n" 9) les mêmes sinus que les arcs 
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donc X a les trois valeurs distinctes 

et ne peut en avoir un plus grand nombre. 

31, Equation noMT dépehd tang^ quand tang« est donnée. 
— Si, dans la formule 







^ 


i-3tan8=« ' 


or 


t remplace a 


par 2,0, 


1 obtient 






tanga : 






I — 3 tang' ^ 


et 


, en faisant 










tang^ 


i~.b, tang^ = :c, 


il 


vient 




3.r — ^' 



a:' — 3 &.r' — Sa; 4- 5 = O. 

On voit que le problème dépend d'une équation du troisième 
degré. Pour savoir ce que représentent les racines de cette 
équation, soit a un are déterminé ayant b pour tangente; les 
valeurs de a seront données par la formule 

et celles de x par la formule 

Posons ft = 3ra-4-i, i étant l'un des nombres o, i ou a; la 
formule précédente devient 

^= tang («^ 4- ^ + |W tmg f ^ + | ) . 
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d'où il suit que x a les trois valeurs 

tangj, .a.g(^-h|), ,,„g(^+|), 

et n'en a pas davantage. 

Si la valeur donnée de b est infinie, l'équation en je se r 
duit à l'équation du second degré 



qui n'a que deux racines, savoir -1 — r- et — • D'un autre 

côté, comme a = -j les expressions des racines de l'équation 
en X sont 

taugg, tang-, tang-g-; 

d'où U suit que, pour l> = <x> , l'une des racines de cette équa- 
tion devient infinie, et que les deux autres se réduisent à 



tang ^ et tang -^ • On a donc 



32. En général, si l'on veut obtenir sin— 5 cos — ou tang--^ 

connaissant sina, cosa, tanga, on commencera par former 
l'équation qui donne sïnma, cosma ou tangma en fonction 

de suia, de cosiï ou de tang«; puis, en mettant — au lieu de 
a, on aura l'équation dont dépend l'inconnue que l'on cherche. 
Cette équation sera, suivant les cas, du degré m ou du degré 
2»ï. Nous donnerons dans le Chapitre V tous les développe- 
ments que comporte cette importante question; mais il con- 
vient de remarquer, dès à présent, que la détermination de 

sin — , de cos — ou de tang — ne dépend que des équations du 
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second degré, si m est une puissance de a; car, après avoir 

trouvé sin— a, cos — o et tang-« en fonction de sina, de 

cos« ou de tangiï, on pourra, de la même manière, trouver 

sin-7-ï cos-7 et tang-rs sin^r, cosjj et tang^j---- 
4 4 4 o *' o 

DéLerminaiion des lignes trigonomét/'ù/ues 
de cei'tains arcs. 

33. On peut calculer les lignes trigon orné triques d'une infi- 
nité d'arcs compris entre o et -j par de simples extractions 
de racines carrées. 

Des arcs compris dAhs la foemtjlb — ■ — Si l'on part de 
l'arc -î on aura, par la méthode des n"' 2S et 26, les sinus cl 
les cosinus des arcs 



et l'on pourra en conclure ensuite les sinus et les cosinus de 
leurs multiples. 



On obtient de cette r 


ii«nière 








4 - T' 


^^_ I Va + l/ï 




8 3 




+ fi_ 


rr V'^ - /a + T^ 
l6 2 



formulesdont la loi est évidente. Ainsi, quels que soient les 
entiers m, et n, on pourra calculer par de simples extractions 

de racines carrées le sinus et le cosinus de l'arc -^ et, par 

soite', aussi les autres lignes trigonométrîques de cet arc. 
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34. Des aecs compris dams la foumule ^ — -• — Les arcs — 

et — ont le même sinus, puisqu'ils sont supplémentaires; on 
a donc 

sm- = sm2^=:3Sin^cos^, 
et, par suite, 

i=:2cos^; 

on tire de là 

H—l ■ IL — Û 
*^"^ 3 ~ 2 ' ^'" 3 ~" 2 ' 

ou, comme ^ est le complément de -t 

^ Jl . ^ I 

C0S7:= -î— ï Sinrr =-■ 

b a 2 

En partant de l'arc jd on obtiendra, par la mélliodc des 
ji"* 25 et 26, le sinus et le cosinus des arcs 

75' 5(''"i 

on trouvera, par exemple, par les formules du n° 25, 



et, par les formules dn n" 26, 

On voit que l'on pourra calculer par des extractions de racines 
carrées les lignes tri gono métrique s de l'arc = — -^ quels que 
soient les entiers m et n. 
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35. Des arcs compkis dAms la fohmulb -z — -• — On a 



et, en multipliant ces deux formules, il vient 

mais le premier membre de cette équation est égal au double 
de cos'p -f- cos-p- ou de cos^ — cos-p-; on a donc 



en élevant cette équation au carré et l'ajoutant ensuite avec 
la précédente, il vieut 



d'où 

T air j/5 

Connaissant ainsi la somme et la différence des 



4 



Des valeurs de cos -p et de cos -y on passe tout de suite à celles 
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de sinp et de siii ■-=-; on obtient ainsi 

En parlant de l'arc — t on obtiendra par les méthodes des 
n"' 25 et 26 les sinus et les cosinus des arcs 



en sorte qu'on peut obtenir par des racines carrées les ligues 
trigonométriques de l'arc -jz — ^^ quels que soient les entiers 



et, en remplaçant les sinus et les cosinus des arcs 7: et — jiar 
leurs valeurs trouvées plus haut, il vient 

co,-iî,=fv'roT;^+i(-.+v5). 

d'où il suit encore qu'on pourra calculer les lignes trigonomé- 
triques de l'arc ^-^ — — par de simples extractions déracines 
carrées, et cela quels que soient les entiers m et n. 
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37. Nous compléterons ce qui précède en construîsaiît ici 
la Table des sinus et des cosinus des multiples de l'arc — ■■ 
Nous partirons des formules 



ao 


4 • 




«'^=Y^l'^'' + '</S 




»"» = 4*'° -='''' 


6t_^ 


4, I + i/5 



données au numéro précédent. On aura sîn— et cos— ^ 

. 37r 3m f . . ^ 2jr ^ 6n 

sin — et cos — en taisant successivement a = — et « = — 

20 20 20 2o 

dans les formules 









..2ï- 



'y3 + j;5-,v/5-v'5, 



,;^=is/3 + v/5 + iv 



jv's + v^-jV^^. 



SIQ ■ = OOS ■■ — = -— 
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Donc on a, en résumé, 

sin ^ = cos g = i V/S + ^/5 — ^ V'S - <J5, 



sm — = cas 



8» 


= i{-. + vS), 




HL- 


= 7 \/5 + i/5 — 1 \/3^ 


-^5, 


™ = 


= iv'io-3v'5, 




5l7 


= -\/2, 




h: 


= j(. + v'5), 




3n 


^ i v/ï+T? + 7 v'3^ 


:7s. 


20 ' 


= i\/,o + n/5. 




2Ô ' 


"1^3 + 1/5 + ^^5- 


rvï. 



A l'aide de ces formules, on peut calculer les sinus et les 
cosinus des miiltiples de l'arc — avec une approximation aussi 
grande que l'on veut. 

38. Il est tout aussi aisé de former la Table des sinus et des 
cosinus des multiples de l'arc ^- Neuf de ces arcs sont les 

multiples de — et, par suite, leurs sinus et leurs cosinus con- 
stituent la Table que nous venons d'écrire; on trouve encore 
parmi les multiples do ~ les arcs t: et ~ ainsi que leurs com- 
pléments ; nous avons obtenu au n" 3i les sinus et les cosinus 
de ces arcs. Les seize autres multiples de ^ comprennent 

huit midtiples de 



3o 



3û 3o 3o 
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cl leurs compléments, puis enfin les arcs 



60 60 



60 ' 



et leurs compléments. On peut obtenir immédiatement les 
sinus et les cosinus de tous ces arcs, au moyen de la Table 
construite précédemment, en appliquant le procédé que nous 

avons déjà employé à l'égard de l'arc -^; il suffit elTective- 

nient pour cela de faire usage des formules identiques 



on trouve ainsi 



'3^^ 



3o ■ 



= C0S-5— = 



3o 



3o ^ 3o " 

«;nZ^-cos^- 
3o 3o " 

. 8jt 7rc 

sin -5- = cos -i- : 

3o 3o 

. n« 4^ 

,n_=.cos-3-: 



3o 



— cos -s— = 
3o 



V.o-, 






V'3(.+ 


^5) 




= v/5, 


J^t/lO 


+ a 


+ V/5), 


\/.o + 


= v/5 


, + vS) 






,i|; = cos|-=iV,«- = .'5-H-iv'5(. + vS). 
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¥=ki^ + ')^3-^!i-'tiW3-,)\l5 + iS. 



i{v^ + i)v/5-v/5-,((/3- 



.fs. 



" fin -"' fi^-a>»«-i 



^3-V5 + j(i/3- 



^ = 5(1/3 + 1)^/5- ,15 H-i(v'3-,)V3 + (/5, 



1 = ».-'; =1(^+,)s'3 + v'5+b(^-.)\/5-v?. 



39. D'après la cîéiinition du n" 5, le sinua d'un arc compris 
entre o et «■ est égal à la moitié de la corde qui sous-tend un 

arc double. En particulier, le sinus de l'arc - est la moitié du 

côté du polygone régulier de n côtés inscrit dans le cercle dont 
le rayon est l'unité. Il s'ensuit (n"' 33 et suiv.) que les côtés 
du carré, de î'iiexagone régulier, du triangle équilatéral, du 
décagone régulier et du pentagone régulier inscrits, ont res- 
pectivement pour valeurs 



»/ï, 



v/ï, 



pareillement les côtés des polygones réguliers inscrits de 1 5 et 
de 3o côtés ont pour valeurs 



l'J'-^^f^-im- 



-fs). 



l,/3^.o-;j/5-i(, + (/§). 
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On retrouve ainsi les propositions connues de la Géométrie 
relatives au carré et à J'hexagone régulier. Si le rayon du 
cercle est représenté par ïl et que l'on désigne par D et P 
les côtés du décagone et du pentagone réguliers inscrits, les 
formules 

p _ — m- V^ P __ V^io — 2v^5 

R ^ 2 ' R "'■ 2' 

donneront 

La première de ces formules exprime que le carré du 
côté du pentagone régulier inscrit dans un cercle est égal 
au carré du côté du décagone régulier inscrit augmenté du 
carré du rajon. 

La seconde formule montre que, pour obtenir le côté du 
décagone régulier inscrit dansun cercle, il suffit de construire 
un tnangle rectangle dans lequel les côtés de l'angle droit 
soient égaux, l'un au rayon du cercle, l'autre à la moitié de 
ce rayon, et de prendre ensuite l'excès de l'hjpoténuse de ce 
triangle rectangle sur le plus petit côté. La même formule 
peut s'écrire 



et elle exprime alors que D est la moyenne proportionnelle 
entre R et R — D, c'est-à-dire que le côté du décagone régu- 
lier inscrit dans un cercle est égal à la plus grande partie du 
rayon difùé en moyenne et extrême raison. 

Les formules établies aux n*" 33 et suivants conduisent ainsi 
naturellement aux constructions que l'on emploie en Géomé- 
trie pour inscrire dans un cercle un liexagone régulier et un 
décagone régulier j l'inscription du triangle équilatéral et du 
pentagone régulier s'ensuit évidemment. Quant à celle des 
polygones réguliers de i5 et de 3o côtés, elle peut s'en déduire 
aussi très-aisément; l'arc sous-tendu par le côté du polygone 
régulier inscrit de i5 côtes est effectivement égal à la diffé- 
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rence des arcs sous-leiidus par les côtés de l'hexagone régulier 
et du décagone régulier, ainsi que npus en avons déjà fait la 
remarque. 

Remarque sur les relations entre diverses lignes 
t rigonomélri/} ues. 

40. Les formules relatives à l'addition des arcs et toutes 
celles que nous en avons déduites ont lieu quels que soient 
les arcs que l'on considère : ce sont, en conséquence, de véri- 
tables identités. En outre, ces formules permettent de faire 
subir diverses transformations aux expressions qui dépendent 
de plusieurs lignes trigonométriques, et de là résulte la pos- 
sibilité de former autant de relations identiques que l'on 
voudra. 

'Par exemple, nous avons trouvé au n" 35 



et, en multipliant par cos«, il vient 

■ JL _- ■ ^ 

formule identique qu'on peut écrire comme il suit : 

Considérons en deuxième lieu l'expression 

sma -+- sinô -H sine — i cos- cos- cos- 
daus laquelle a, b, c désignent des arcs quelconques . Le dernier 



y Google 



i PKEJIIER. 

e est égal à 



' = (« 



l'expression proposée peut s'écrire, en conséquence, de la ma- 
nière suivante ; 



transformant ensuite en produits les sommes contenues 
dans chaque parenthèse, et remplaçant le dernier terme par 



4 ""•■ 4 



,H,f. 


"1 3. 


n—b-c^--^ 


U-r-n-l T 


4 


{-' 


4 


4 






4 


'"'- 4 



qui a lieu identiquement, quels que soient les arcs û, è, c. Ou 
voit que si ces arcs satisfont à la relation 

. + »-i-.={4>. + .)., 

dans laquelle n désigne un HOoibrc entier positif, nul ou né- 
gatif, on a 



41. l'om' reconnaître si une équation, algébrique donnée 
Tng- S. 4 
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eiitre diverses lignes trigonomé triques est identique, le moyei 



le plus général consiste à préparer cette relation de k 
que l'un des arcs indéterminés qu'elle renferme n'y figure que 
dans les puissances d'une inÈme ligne tri gonomé trique. Si l'on 
ordonne ensuite par rapport à la ligne trigonométrique dont il 
s'agit, les coefficients des diverses puissances de cette ligne 
devront être nuls, et, en les égalant à zéro, on obtiendra plu- 
sieurs relations qui seront identiques et qui contiendront une 
indéterminée de moins que la proposée. On pourra opérer de 
la mêine manière stir ces dernières' relations, et, en continuant 
ainsi, on obtiendra des relations dont l'identité sera évidente 
si la proposée est elle-même identique ; mais dans la plupart 
des cas on arrive facilement à mettre en évidence l'identité des 
formules qu'on a occasion de considérer, en faisant convena 
blement usage des formules fondamentales que nous avons 
établies. Ainsi l'on vérifie immédiatement l'identité de la for- 
mule (2} en transformant en sommes les produits contenus 
dans chacun des deux membres. Quant à la formule (i), on la 
vérifie tout de suite en développant cbacun des sinus qu'elle 



42. Si une équation entre diverses lignes tri gonomé trique s 
n'est pas identique, mais qu'elle soit satisfaite en établissant un 
certain nombre de relations entre les arcs qui y figiu-ent, on 



pourra 



éliminerunniême nombre d'arcs, et l'on obtiendra u 



équation résultante qui devra être identique. Par exemple, la 
relation (3) n'est pas identique, mais elle est satisfaite si lesi 
arcs a, S, c sont assujettis à la relation 

(4) ^_;_&_H^=(4„ + i)^, 

où n désigne un nombre entier. Pour vérifier ce fait, il suffira 
de remplacer c par (4« -hi)it — a — b et de constater Tidcn- 
tlté de la relation résultante 

sia<î + sin& -i-sin(a-H &) — 4cos - cos- sin = 0; 

l'identité devient manifeste en écrivant cette relation comme 
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On voit que la relation (3) est une conséquence de la rela- 
tion (4} i mais elle est beaucoup plus générale que celle-ci; car, 
d'après la formule (2), elle est vérifiée, non-seulement par les 
valeurs de a, h, c qui satisfont à l'équation (4), mais encore 
par celles qui satisfont à la relation 

3»— & — cH-ir 3* — c — « + ff 



3c- 



4 4 

Ce n'est que dans des cas fort rares qu'une équation algé- 
brique entre des lî^es trigonomé triques de plusieurs arcs 
peut être remplacée par une ou plusieurs relations algébriques 
entre les arcs eux-mêmes. En terminant ce Chapitre, nous 
donnerons un exemple dans lequel cette circonstance se pré- 
sente. 

Considérons la relation 



si l'on remplace oos«-i-cosi par 2 

.a . & . ..a . Jj 

acos — cos asm" — sm -> et cosc 

lation proposée devient 



4 " 4 
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et, pour que celte relation ait lieu, il faut et il suffit que l'un 
quelconque des quatre arcs 



soit égal à un multiple « ;: de la demi-circonférence. La rela- 
tion proposée équivaut donc au système des quatre l'etations 

« + 6+c = (4n 4-l)îr, — « + i^-c = (4« — l)7r, 



I, Si l'on représente par S, ta somme des tangentes de m arcs a, b, 
c, . . . , fs, par S, la somme des produits deux à deux de ces mêmes tan- 
gentes, par Sj la somme de leurs produits trois à trois, etc., enfin par S„, 
le produit de toutes les tangentes, on a la formule générale 

tang[« + 6 + .■ + ...+ ^-j = '[zT^X-—' 

on demande d'établir cette formule et d'en conclure l'exprossion de langmn 
en fonction de tang«. 

IL Les mêmes choses étant posées que dans la question pri'cédente, 
siii(nr-i-i+c4-...-i-/) = (S, — S,H-Si — ...jt:oso.cos6...cos^-, 

COS[n-l-i-l-c+...^-^) = (l — Sj-i-Sj— .,.)cOBa,COS6...COsA-; 

on propose d'étabîir ces formules et d'en conclure les expressions cly 
traîna et de coswa en fonction de sinu et de cosi. 

in, Fonner l'équation dont dépend cos ■? quand cost est donné yt celle 

dont dépend sin - quand sina est donné. Résoudre ces deux équations 

dans les cas où « a l'une des valeurs o, tt, -> -, J;, —, et trouver 

a 3 6 12 
dans chacun de ces cas la signification des racines. 

IV. La circonférence d'un cercle étant partagée en « parties égales, si 
des points de division on abaisse des perpendiculaires sur un diamètre 
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la somme des perpendiculaires situées d'un côté du diamètre 
sera ^ale à la somme des perpendiculaires situées de l'autre cûté. 

V. Calculer les côtés des polygones réguliers de 3, 6, 5, lo, i5, ao, 
3o côtés circonscrits au cercle dont le rayon est égal à l'unité. 

VI. Trouver la relation algébrique entre les arcs n, b, c susceptibles 
de satisfaire à l'une des deux relations 

tang(i + tang&-i- taiigc=: langn tangè tangc, 
cos'« + w&'b -t- Cûs'c A- -icosa cosi cosc = i. 
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CHAPITRE II. 

DES TABLES TRIGOKOMÉTRIQUES. 



Propositions prèlin 

■43. Pour faire usage des fonctions circulaires, il faut qu'on 
puisse calculer les valeurs des lignes trigonométriques d'un 
arc quelconque donné, et réciproquement trouver la valeur 
d un arc quand on connaît l'une de ses lignes trigonométri- 
ques. Pour arriver à ce but, il est indispensable d'avoir une 
Table qui fasse connaître les valeurs des lignes trigonométri- 
ques correspondant à des valeurs successives de l'arc com- 
prises entre o et-i et dont l'intervalle soit suffisamment 
petit. Nous allons indiquer par quels procédés on peut con- 
struire une pareille Table; on verra ensuite comment, par le 
moyen de cette Table, on peut trouver les lignes trigonomé- 
triques d'un arc quelconque donné, et réciproquement trouver 
le plus petit arc positif correspondant à une ligne trigononié- 
trique donnée. Mais nous devons d'abord établir quelques 
propositions préliminaires indispensables pour l'objet que 
nous avons en vue. 

4"i, TnÉoiiisME I. — Tout arc compris entre o et -est plus 
grand ijue son sinus et moindre i/ue sa tangente. 
FiK. ^. 




Soient {_/ig- 7) AM = x un arc compris entre o et - 5 MP le 
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sinus et AT la tangente de cet arc. Prolongeons MP jusqu'à 
sa rencontre en N avec la circonférence , et menons la tan- 
gente TI; on aura 

arcMAH > MN et arcAMI < AT -h TI. 

Or l'arc x est la moitié de MAN ou de AMI, sin:c est la moitié 
de MS, et tangx est égale à ctacune des lignes AT et TI ; on 

3?>>sîn.r et j; <; tangar. 

Corollaire. — Si l'arc x décrott da-ào, le rapport 

s approche indéfiniment de l'unité. 

En effet, à catise de tangx.= -— j on peut écrire 

^ ^ sîna: 

ou, en divisant par siax^ 

Il suit de là que le rapport -r^^ est compris entre l'unité et 
la fraction dont la limite est l'unité pour a; = o ; on a 



45. Théorème II. — L'excès d'un arc cçmpris entre o et 
~ sur son sinus est moindre que le quart et même tjua le 
sixième du cuhe de l'arc. 

Pour démontrer que la différence dont il s'agit est infé- 
rieure au quart du cube de l'arc, îl suffit de considérer l'ine'- 
galité 

[ang ~ > - 
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établie au n** 44 ; en la multipliant par a cos^ - = 2(1 — sîn* - J > 

on obtient 

sina7>-a; — a^sin'- ou .r — sin^'C a^sin'-: 
■ 2 ^2 

mais sin - est inférieur à - et, par conséquent, sïn* - est infé- 
rieur à -^- ; on a donc, à plus forte raison, 
4 ' 

■40. Pour démontrer que la différence x — sinj; est infé- 
rieure k-yri on peut employer divers procédés; le plus simpk; 
consiste à prendre pour point de départ la formule 

établie au n** 22; en y remplaçant x successivement par tt, 
■^.-1 ■ • ■ ^ j-j on obtient 



en ajoutant ces égalités, après les avoir multipliées respecti- 
vement par 1 , 3,3^,..., 3"""', il vient 
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Si le nombre entier n augmente indéfiniment, l'arc .7^ tend 
vers zéro et le rapport -7— v- tend vers l'unité; le premier 

membre de l'égalité précédente a donc pour limite la diffé- 
rence X — sînaTj et par conséquent le deuxième membre tend 
lui-même vers cette limite. Mais, comme le sinus est inférieur 
à l'arc, la limite du deuxième membre de notre égalité est in- 
térieure à celle vers laquelle converge la progression géomé- 
trique 



;ette dernière limite est égale à -^ j et l'on a 



47. Les théorèmes qui précèdeul fournissent ainsi deux li- 

m.ites, savoir x et x— ■— j entre lesquelles est compris sinj;. 

On peut en déduire facilement deux limites entre lesquelles 
se trouve compris cosx; on a, en effet, 



et, comme sin - est compris entre- et -r?! on a d'abord 

2 '■ 2 2 4b 

puis 

et, à plus forte raison. 

Ainsi cosx est compris entre i — — et i ■ '" ^ " 
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Division de la circonférence. 

"iS. Jusqu'ici nous avons exprimé les arcs par leurs rap- 
ports au rayon; mais, dans les applications de la théorie des 
fonctions circulaires, il est beaucoup plus commode de les 
rapporter à la circonférence. A cet effet, on est convenu de 
partager la circonférence entière du cercle en 36o parties 
égales, auxquelles on a donné le nom de (fegreVj en sorte que la 
demi -circonférence renferme i8o degrés, elle quadrant gode- 
grés. Chaque degré se subdivise en 60 minutes, et chaque mi- 
nute en 60 secondes. Les degrés, minutes et secondes se re- 
présentent par ", ', "; les arcs moindres que i" s'évaluent en 
fraction décimale de la seconde. Ainsi tm arc contenant aS de- 
grés ay minutes 3 1 secondes et 8 dixièmes de seconde sera 
représenté par 

23''27'3i",S. 

Si l'on désigne par ^ la longueur d'un arc, par!N le nombre 
des degrés contenus dans cet arc, on a l'égalité 

qui fera connaître l'un des nombres a; ou N quand l'autre sera 
connu. La seconde étant prise pour unité, si l'on demande le 
nombre x' des secondes contenues dans l'arc x, on se servira 
de la formule 

Veut-on, par exemple, avoir le nombre des secondes conte- 
nues dans l'arc égal à i , on aura 

la valeur de tc est 

îT = 3,i4i59?,653589;j93 23846.' - , 
et, en poussant le calcul jusqu'aux millièmes de seconde, on 
trouve 

.■c' =:3o6aG4",8o6^57''i7'44")8o6. 



y Google 



CHAPlIBlî DEUXIÈME. 09 

Construclion d'une Table de sinus et de cosinus. 

■49. Pour avoir les lignes Irigonomé trique s d'un arc quel- 
conque, il suffit de connaître celles des arcs compris entre o et 
go degrés. On peut même se borner aux arcs compris entre o 
et 45 degrés, car deux arcs complémentaires, tels que 45" + x 
et 45" — :v, ont les mêmes lignes trigonomé triques. Eu outre, 
si les sinus et les cosinus sont connus pour tous les arcs com- 
pris entre o et 45 degrés, les quatre autres lignes trigonomé- 
triques pourront être déterminées au moyen de relations que 
nous avons établies au n" 11 . 

Cela posé, nous allons montrer comment on peut construire 
une Table des sJnus et des cosinus de tous les arcs de 10 en 
10 secondes, depuis o jusqu'à 45 degrés. 

SiHDS ET COSINUS DE l'akc de 10 SECOHDES. — Désiguons 
par sla longueur de l'arc de 10 secondes; on aura {ii" 48) 

_ lOsr __ TT 

'■^648^^648^' 
et l'on trouve, en effectuant la division, 

. = 0,00004 848i368iio.... 
On a ensuite (n" 4S) 

»■■■<■ " "■>.-$; 



on a donc 

sinro"<o, 00004 843i3ti8MO, 
sin 10" > o,ooao4 8481368089. 

Ces deux limites de sin 10" ont les douze premières décimales 
communes, et l'on voit qu'on a, à moins d'une demi-unité du 
treizième ordre décimal, 

sin 10" = 0,00004 8481 3 681. 
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Calculons maintenant cos lo"; on a (47) 



;t <:^o,oooo5 ou <^ - 



d'où il suit que i— ~ estune valeur de cos s approchée ii moins 

d'une demi -uni té du dix-huitième ordre décimal. En se bor- 
nant aux treize premières di^cimales, on trouve 

cos 10" = 0,9999g 999^^ 24B. 

ëO. SmuS ET COSINUS DES ARCS DE lO EN 10 SECONDES, DK- 

pDis o jusqu'à 45 DEGRÉS. — Si, dans les formules 

sin{iî -!- Ô)-f- Sin(a— ftjrr;: 2C0SÈSill(Z, 
cos {a + 6} -^cos{« - b] =-_- 2cos&cos«, 



on pose = (m-.)' 


h, il vient 






i sin»(& r:^ 2 Cl 
1 cosm&;=: 2 Cl 


os&sin(m — 


i)&_sin 


(m- 2)6, 


ïsicos(/n~ 


i]è-cos 


(;«-2)/.. 



En prenant i=^io"et en faisant /n^^ 2, ces formules 
donneront les valeurs de sin2o"et de cosao". Et générale- 
ment, quand on connaîtra les sinus et les cosinus de deux 
multiples consécutifs de l'arc /> = 10", les formules (i) feront 
connaître le sinus et le cosinus du multiple suivant. Mais on 
peut abréger les calculs en opérant comme il suit ; le multi- 
plicateur constant 2 cos 10" diffère peu de deux unités; en 
posant 

2C0S10" = 2 — /■-, 
on a 

X-:^=o, 00000 O00335o4, 
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elles formules (i) deviennent 

''/[ooflm*_oob(™-.)S]-[^9[m-OS-co9(«.-i)i]-Uos(™-,)*. 
Ces formules (2) serviront à calculer les dilTérences 
\ ,mm*-,ir>(»-,)S, 

au moyen des dîlïerences précédentes, 

qu'on a préalablement calculées, ainsi que sin(m — i) h et 
cos [m — i) b. Ajoutant ensuite respectivement aux (tifië- 
renccs (3) les valeurs connues de sin (m — i)ietdecos(m — [)5, 
on aura sinnib et costnl». 

Les différences (3) se déduisent facilement des différences 
calculées (4); il suffit, en effet, pour cela, de retrancher res- 
pectivement de celles-ci les produits ft sm[m — i] è et 
Acos(m— -i)& dont l'un des facteurs est constant, et ces 
produits se calculeront assez rapidement, si l'on a eu soin de 
former une Table des produits de k par les neuf premiers 
nombres. 

51. Quelque pénibles que soient les calculs dont nous ve- 
nons d'indiquer la marche, on conçoit maintenant la possibi- 
lité de former la Table des sinus et des cosinus de tous les arcs 
de 10 en 10 secondes depuis o jusqu'à 45 degrés. Il y a lieu, 
toutefois, de rechercher quelle sera sur les divers sinus et co- 
sinus calculés l'influence des erreurs qui ne peuvent manquer 
de s'accmnuler dans le courant des opérations. Nous sommes 
partis des valeurs de sin 10" et de cos 10" calculées à une demi- 
unité près du treizième ordre décima! ; nous supposerons que 
dans tous les calculs subséquents on conserve un nombre p, 
de décimales; on verra quelle valeur il faut donner à f* pour 
obtenir l'approximation que l'on désire. Nous désignerons 
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généralement par «„ la valeur approchée de sinwi . lo" ou de 
cos/K.io" calculée comme on va l'expliquer avec;/ décimales, 
et par «„-T-e„ la valeur exacte; au moyen de cette notation, on 
peut écrire comme il suit l'une quelconque des équations (i), 

^„ + .,„- (2 - ^) {L- + s™-,) - («„,-. -r- E.^=). 

Les valeurs œ,„_i et «„,_2 ayant été calculées avec fi, décimales, 
on calculera le produit (2 — ft)«,„_i aussi avec /:/ décimales et 
l'on retranchera ct,„_a de ce produit approché; la différence 
seraa^,. On a donc 

...= (»,-i)^.-,-.„-5,., 

en désignant par Ç,„ l'erreur positive ou négative que l'on com- 
met en substituant à (a — ^)ci^^i la valeur approchée de ce 

produit à — ^près. Des deux équations précédentes on déduit 

mais la quantité Aî,„„i est très-petite par rapport à 2e,„_i et 
l'on peut la fondre dans ^„ sans que la limite supérieure de 
cette dernière quantité soit altérée d'une manière sensible; 
ainsi nous pouvons écrire simplement 



Faisant successivement m := 2, 3, . . . , m, et remarquant que 
So est nul, puisque aucune erreur n'est commise sur sino et 

(.,-.,) = „ -;-ç., 
(..-..^ ..(..-.,) + !„ 
(..--.J==(..~..) + 5„ 

(..-..-,) = (..,-,-...^,) + ï.,. 
Ajoutant toutes ces égalités, il vient 
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chacune des quantités ^3, Ç3, . . . est moindre en valeur abso- 
lue que ■— ) et il en est de même de leur moyenne arithmé- 
tique ; en désignant par $„ cette moyenne arithmétique, l'équa- 
tion précédente devient 

ai l'on doiîue à m les valeurs successives 2, 3, . . . , m, il vien!; 






.+(» 



Or la valeur absolue de s, est <; - — - 1 et la valeur absolue de 
chacime des quantités Ô^, as,. . . est moindre que — :;; d'ail- 
leurs la somme H- a -H 3 -1- . . . + ("J — i)estégaleà — ; 

donc on a, en faisant abstraction du signe de s,„, 



Cherchons, d'après cela, quelle peut être l'erreur commise 
siu- le sinus et le cosinus de l'arc de 45 degrés dont le calcul 
termine la série des opérations. L'arc de 45 degrés contenant 
16200 fois l'arc de 10 secondes, faisons m = 16200: l'inégalité 
précédente devient 



et l'on aura, à plus forte 



^^^10" IOl'~" 
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Si l'on prend fx= 17, la seconde fraction devient égale à -^^i 
et l'on a 

ainsi l'erreur commise sur sin45''ousur cos45" sera moindre 
que le quart d'une unité du huitième ordre décimal. 

Il résulte de ces développements qu'en partant des valeurs 
de sinio" et de cos 10" obtenues à une demi-unité près du 
trei/.ièrae ordre décimal, et en calculant avec 17 décimales les 
sinns et les cosinus des arcs suivants, on pourra certainement 
compter sur 8 décimales exactes jusqu'à l'entière terminaison 
de la Table. 

82. Mais quand il s'agit d'exécuter tant de calculs, il est in- 
dispensable de soumettre les résultats obtenus à des vérifica- 
tions fréquentes. Aussi, avant de commencer les opérations, 
doit^jn calculer directement les sinus et les cosinus d'un cer- 
tain nombre d'ares, afin d'avoir plus tard des termes de com- 
paraison en nombre suffisant; par exemple, nous avons donné 
(n°^ 37 et 38) les expressions des sinus et des cosinus des 

laultiplcs de ^5 c'est-à-dire des arcs do 3 en 3 degrés ; il sera 

convenable de calculer ces sinus et ces eosînns avec un nombre 
suffisant de décimales ; si l'intervalle de 3 degrés paraît trop 
considérable, on pourra le réduire à la moitié ou au quart, en 
se servant des formules 



4«^v/^. <'-^^ 



et de celles qui sont relatives à l'addition et àla multiplication 
des arcs; on pourra ainsi très-aisément construire une Table 
préliminaire très-exacte contenant les sinus et les cosinus des 
multiples de 4 5 minutes ou ajoo secondes. Cette première 
Table n'aura pas seulement l'avantage de fournir des moyens 
de vérification, mais elle permettra aussi d'obtenir une plus 
grande exactitude dans les calculs relatifs à la Table défini- 
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tive. parce que de ayoo en 2700 secondes les sinus et les cosinus 
pourront êtrû connus avec toute la précision que l'on voudra. 
Enfin, lorsque la Table entière est construite, on peut en- 
core la vérifier d'autant de manières que l'on voudi'a au moyen 
de la formule identique 

!in(9„. - «) + ,i„(,8- - .,) + sin(.S- + .] 
= ,m(54--«) + ,m(54" + ^), 

établie au n" 40, et au moyen d'autres formules du même 
genre. 

Bien qu'on puisse construire la Table entière par le procédé 
du n" SO, on doit s'arrêter dès que l'on est arrivé à l'arc de 
3o degrés. Effectivement, lorsqu'on aura calculé les sinus et 
les cosinus des arcs de 10 en 10 secondes, depuis zéro jusqu'à 
3o degrés, on pourra obtenir les sinus et les cosinus des arcs 
compris entre 3o et 45 degrés, par la simple soustraction. 

En effet, en se rappelant que sin3o''=: -1 on a (n" 18) 



.m(3o- + ^) + si 


i„(3,,. 


c<»(3o"-,r)^c, 


.,i3o. 


tire 




.m(3o. + ,) = c< 


»»■- 


cos(3o--:-..) = c< 


>s(3<," 



ces formules permettent d'obtenir, par un calcul facile, les si- 
nus et les cosinus des arcs au-dessus de 3o degrés, lorsque l'on 
connaît les sinus et les cosinus des arcs au-dessous de 3o de- 
grés, et leur emploi diminue notablement le travail de la con- 
struction de la Table. 

Le procédé que nous avons exposé est celui qu'ont employé 
les savants à qui l'on doit la première construction des Tables 
de sinus et de cosinus. L'analyse a fourni depuis des méthodes 
beaucoup plus cxpédttives pour remplir cet objet; ces mé- 
thodes consistent dans l'emploi des différences, et elles rc- 
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posent sur les formules qui expriment le sinus et le cosinus en 
fonction de l'arc. Nous établirons ces formules dans le Cha- 
pitre V. 

Tables des logarithmes des fonctions circulaires. 



S3. Dans les applications numériques, on opère toujours 
par logarithmes : aussi a-t-on bien plutôt besoin de connaître 
les logarithmes des sinus, des, cosinus, etc. , que ces lignes tri- 
gonométriques elles-mêmes. Or les sinus et les cosinus des arcs 
de lo en lo secondes ayant été calculés, on pourra former la 
Table de leurs logarithmes. Cette Table une fois construite, 
on formera ceUe des logarithmes des tangentes et des cotan- 
gentes au moyen des formules 

log tanga; = log siax — log cosa^, 

Quant aux sécantes et aux cosécantes, elles ne sont point 
employées ; d'ailleurs leurs logarithmes sont égaux et de signes 
contraires aux logarithmes des cosinus et des sinus {*). 

Les Tables de logarithmes des sinus, cosinus, etc. les plus 
usitées sont celles de Callet ; nous allons en indiquer la dis- 
position et l'usage, mais nous avons auparavant une remarque 
importante à faire. 

Les sinus et les cosinus des arcs de zéro à 90 degrés, les tan- 
gentes des arcs de zéro à 45 degrés, et les cotangcntes des arcs 
de 45 à 90 degrés sont inférieurs à i, en sorte que leurs lo- 
garithmes sont négatifs. On a voulu éviter, dans les Tailles de 
Callet, l'emploi des caractéristiques négatives, qui est pour- 
tant préférable, et l'on a ajouté 10 à tous les logarithmes né- 
gatifs; il faut donc toujours avoir soin de supprimer ces 
10 unités. 



(*) On trouvera dans le Chapitre V les formules an moyen desquelles on pent 
flalcular directement, et avec l'approximation qu'on désire, les logarillimcs dea 
sinoa, des cosinus, dos tangentes et des cotangentos de tous les arcs. 
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Disposition des Tables de Callet. 

S4, La première de ces Tables contient les logarithmes des 
sinus et des tangentes de seconde en seconde pour les cinq 
premiers ttegrés avec sept décimales; mais le sinus ou la tan- 
gente d'un arc étant le cosinus ou la cotangente de son com- 
plément, cette Table donne aussi les logarithmes des cosinus 
et des cotangentes des arcs au-dessus de 85 degrés. 

Les degrés sont marqués hors du cadre en haut et en bas de 
chaque page ; les minutes occupent la première et la dernière 
ligne, les secondes la première et la dernière colonne. Chaque 
page à gauche ne contient que des sinus et des cosinus, et 
chaque page à droite que des tangentes et des cotangentes, ainsi 
qu'on le voit par les titres de ces pages. 

Les Tables suivantes contiennent les logarithmes des sinus, 
cosinus, tangentes et cotangentes de lo en lo secondes pour 
totis les degrés du quart de cercle. On y remarque les degrés 
écrits hors du cadre en haut et en bas de chaque page. Les 
minutes et secondes qu'on y voit à la première et à la seconde 
colonne se rapportent aux degrés qui sont écrits en haut; les 
minutes et secondes qu'on y trouve à la dernière et à l'avant- 
derniére colonne se rapportent ans degrés qui sont marqués 
au bas de la page. 

La troisième colonne contient les logarithmes des sinus des 
arcs dont les degrés sont indiqués au haut de la page, et dont 
les minutes et les secondes sont marquées dans la première 
et dans la seconde colonne. La troisième colonne est intitulée 
sinus, mais il faut lire logarithmes des sinus. H en est de même 
des autres. La quatrième colonne contient les différences des 
logarithmes des sinus, ainsi que son titre l'annonce; chaque 
nombre de cette colonne n'est pas dans l'alignement de ceux 
de la colonne précédente : ils se trouvent tous descendus 
d'une demi-ligne, et chacun d'eux exprime la différence qu'on 
aurait si l'on soustrayait l'un de l'autre les deux logarithmes 
entre lesquels il se trouve. Les colonnes cinquième et sixième 
contiennent les logarithmes des cosinus des mêmes arcs et 
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leurs différences; les colonnes septième et huitième contien- 
nent les logarithmes des tangentes et leurs diUerences; enfin 
la neuvième colonne contient les logaritlinies des cotangentes 
des mêmes arcs-, leurs différences sont les mêmes qae celles 
des logarithmes des tangentes (*) : c'est pour cela qu'on a in- 
titulé la colonne gui contient ces dernières différences com- 
munes. 

Si l'on ne considère que les degrés qui sont à la tète de 
chaque page, on croii'a que les Tables ne s'étendent que jus- 
qu'à 45 degrés ; m.aîs si l'on observe que chaque colonne a 
deux titres; que la colonne marquée par en haut sinus est 
marquée par en bas cosinus; que celle qui est intitulée par eu 
haut cosinus est intitulée par en has sinus; qu'il en est de 
même des tangentes et des cotangentes, on verra qu'en con- 
sultant les degrés, ainsi que les titres des colonnes qui sont en 
bas de chaque page, et les deux dernières colonnes vers la 
droite des mêmes pages, on aura les logarithmes des sinus, 
cosinus, tangentes et cotangentes des degrés, minutes et se- 
condes depuis 45 degrés jusqu'à go degrés. 



Usage des Tables. 

5S. Problème I. — Connaissant le nombre des degrés, 
minutes et secondes d'un arc moindre que 90 degrés, trouuer 
le logarithme du sinus, du cosinus, de la tangente ou de la 
cotangente de cet arc. 

Pbemier cas. — Si le nombre donné est composé de degrés, 
, de minutes et de dizaines de secondes, on cherchera d'abord le 
nombre des degrés parmi ceux qui sont écrits en haut ou en 
bas des pages ; en haut s'il est moindre que 4^ degrés, au bas 



tan i;(:r 4-^1 ^ cotj; ^ 
tangJ! eot(j: -i- h) 

[■enant les logarithmes, 
logtans(j: + A) — log iaDga: =ï logcotJt — logeotfx- 
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s'il est plus grand. On suivra la première colonne qui va en 
croissant de haut en bas, si le nombre des degrés se trouve 
en haut de la page, ou la dernière qui va en croissant de bas 
en haut, si le nombre des degrés se trouve en bas ; on suivra, 
dis-je, l'une ou l'autre <le ces colonnes dans le sens suivant le- 
quel elle croit, jusqu'à ce qu'on rencontre le nombre des mi- 
nutes données ; on passera dans la colonne des secondes sans 
quitter la ligne des minutes trouvées ; on suivra dans le même 
sens cette colonne, on y trouvera les dizaines de secondes, et 
sur la même ligne le logarithme du sinus, du cosinus, de la 
tangente et de la cotangcnte que l'on cherche. 

Veut-on, par exemple, le logarithme de la tangente de 
'jg°5i'^a"; '^ç) degrés se trouvant au bas de la page, on mon- 
tera le long de la dernière colonne qui va en croissant de bas 
en liant : on trouve 3i minutes dans cette colonne; on passe 
.à la colonne précédente, qui est celle des dizaines de secondes; 
on monte le long de cette colonne, et l'on rencontre 4» se- 
condes; sur la môme ligne et dans la colonne marquée par en 
bas tangente, on trouve 0,7472657. C est le logarithme cher- 
ché. On a ainsi 

logtang(79"5i'4.o") — 0,7475657. 

Veut-on, pour second exemple, le logarithme du sinus de 
2''24'5o"; 2 degrés se trouvant en haut de la page, on descend 
le long de la première colonne qui va en croissant de haut en 
bas : on trouve 24 minutes dans cette colonne; on passe à la 
colonne suivante, qui est celle des dizaines de secondes ; on des- 
cend le long de cette colonne et l'on trouve 5o secondes ; sur 
la même ligne et dans la colonne intitulée par en haut sinus, 
ou trouve 8,6244662. C'est le logarithme cherché, augmenté 
de 10 unités. On a ainsi 

bj si!i(2" 24' 5o"} = 5,6244.662. 

Deuxième cas. — Si le nombre donné contient en outre des 
unités de secondes et des fractions de seconde, on commencera 
par réduire les fractions de seconde en fraction décimale; on 
cherchera ensuite, comme nous venons de l'expliquer, le lo- 
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garitliine du sinus ou. de la tangente de l'arc donné, en faisant 
abstraction des unités et des fractions décimales de seconde, 
dont nous désignerons l'ensemble par h. On prendra ensuite 
la différence A qui existe entre le logarithnie trouvé et celui 
qui vient immédiatement après lui, en allant de haut en bas 
ou de bas eu haut, selon la marche que l'on suit; enfin on 
ajoutera au logarithme trouvé le nombre A', déterminé par 
l'équation 

et l'on aura le logarithme ch.crché. A' et A expriment ici des 
unités du septième ordre décimal : on prendra donc pour A' la 

partie entière du produit — X A; mais il conviendra d'aug- 
menter cette partie entière d'une unité, si la fraction que l'on 
néglige est supérieure à o,5. 

Si l'on veut le logarithme du cosinus ou de la cotangente de 
l'arc donné, on augmentera d'une dizaine le nombre des se- 
condes de l'arc, et, après avoir supprimé les unités et les frac- 
tions de seconde, on obtiendra un arc qui surpassera l'arc 
donné d'une certaine fraction décimale h de seconde, on cher- 
chera le logarithme de son cosinus ou de sa cotangente, et 

l'on ajoutera — au résultat, A étant ici la différence qui existe 

entre le logarîtlime trouvé et celui qui le précède immédiate- 
ment en allant de haut en bas ou de bas en haut, suivant la 
marche que l'on suit. 

La règle que nous venons d'exposer repose sur le principe 



Si l'on donne successivement à im arc quelconque deux 
petits accroissements, les accroissements correspondants du 
log sin ou du log cos, etc., sont sensiblement proportionnels 
aux accroissements de l'arc. 

Ce principe n'est pas rigoureusement exact, mais en 1 ap- 
pliquant on obtient une approximation suffisante, excepté dans 
le cas que nous examinons plus Las. On peut le vérifier au 
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moyen, des Tables elles-mêmes; on reconnaît effectivement 
que dans une étendue assez grande, sauf au commencement 
des Tables, les différences des log sin, ou des log cos, ou, etc., 
sont sensiblement constantes^ il s'ensuit que, pour des accrois- 
sements égaux donnés à un arc, le logaritlime du sinus ou du 
cosinus, etc. de cet arc prend des accroissements sensible- 
ment égaux. 

Nous indiquerons par des exemples le type du calcul. 

1° Trouver le logarithme de sin(49''53'24",3). 

Log sin(49»53' 20") =7,88354% i^.ii'] 

Pour 4"'3 96 17,7 X 4'3 = 76,'! 

Log sin (49"53' i^" , 3) = 7,8835535 

2" Trouver le logarithme de cos(36''35'36",3). 

Log cos(36°35'4o'') = 7,9046481 A — i56 

Pour 3", 7 58 r5,6x 3,7 =57,73 



Log cos( 36° 35' 36" , 3) = i , 9046539 
3" Trouver le logarithme de tang {79" 5 1'47") 
Logtaiig(79"5i'4o'')= 0,7475657 



c, 5x7^2 = 874. 8" 



Loê-tang(79"'5i'47"ï2)=; 0,7476532 

4" Trouver le logarithme de cot ( 23° 1 7' 22", 3 ) . 
Logcot>(?.3''i7'3o") = o,366o3i3 i=:58o 

Pour 7", 7 447 58 X 7,7 =44^160 

Log cot (aS" 17' 22''', 3) ^0,3660760 

TuoisiÈME CAS. — Si les différences qu'on trouve dans la 
Table varient trop, ce qui arrive lorsque l'ai'c donné est très- 
petit, la métbode précédente ne comporte plus une précision 
suffisante; voici comment il faut alors opérer. L'arc donné 
étant exprimé en secondes et en fraction décimale de la se- 
conde, soient a la partie entière et /î la fraction décimale ; pour 
avoir logsin{a-i- A) et Iogtang(rt -f-/i), on peut admettre 
que le rapport des arcs très-petits a et a -}- A est égal au rap- 
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poi't des sinus ou des tangentes de ces afcs ; posons donc 
siii (« + //) _ Oj^rJl tang(a + /i) _ a-^-h 



log sm((i! + A) = log svaa + log(<i 4- à) — loga, 
1- A)=:logtaiigii + log(a + A) ~ bgn. 



Oïl prendra log sina ou log tanga dans la première partie de 
la Table, log (a -H /t) etiogadans la Table des logarithmes des 
nombres, et l'on aura ensuite log sin {a-\-h) et log tang(fl + A) 
par les formules précédentes. 

Veut-on, par exemple, le logaritlimedu sinus de o"3'27", 355; 
cet arc réduit en secondes est égal à 207", 355; on a donc 
.3r=207, A^=o, 355. Le logarithme de sin (3'2/') est 3, 001 545 1, 
le logarithme de 20^,355 est 2,316714^; celui de 207 pris 
avec le signe — est 3,6840297; en ajoutant ces trois loga- 
rithmes, il vient 

log sin(o<' 3' 37", 353) = 3 , 0022893. 

Si l'on demande le logarithme de la cotaugente d'un très-petit 
arc, il faudra chercher le logarithme de la tangente, ainsi qu'il 
vient d'être indiqué, puis on changera le sigue de ce loga- 
rithme. 

S'il s'agit du log cos d'un très-petit arc a -\- h-, on a 

log cos(« -I- k) ^logsii!(ii -i-/() — log tang(a -i- à), 

formule par îa<juelle on aura log cos ( a -i- A) après avoir dé- 
terminé comme ci-dessus le log sin et le log tang de a + h. 
Mais cette formule devient, en vertu des équations écrites 
plus haut, 

log cos (a -i-/(}=:logsini! — logtaugii^Iogcoai!; 

d'où il suit que les arcs a -\- h et a ont leurs log cos sensible- 
ment égaux : c'est, du reste, ce que montrent les Tables, Sup- 
posons qu'on demande le log cos de o''3'a7",355 ; cet arc 
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tombe entre 3' 20" cl 3'3o", arcs dont les cosinus on' le même 
logaritlune 1,9999998: on a donc 

iog cos{o° 3' 27",355) =7,9999998. 

S6. Problème II. — Le logarithme d'un sinus, d'un 
cosinus, d'une tangente et d'une coîangcnte étant donnèj 
trouver le nombre de degrés, minutes et secondes de l'arc 
auquelil appartient. 

Premieh cas. — On cherchera le logarithme donné dan;; 
l'une quelconque des deux colonnes gui ont pour titre la ligne: 
trigonométrique à l'expression nume'rîque de laquelle le loga- 
rithme donné appartient. Si on le trouve parmi ceux qu'elle 
contient, on observera à quelle extrémité de la colonne est 
le titre qu'on a consulté : si ce titre est en haut, on jettera les 
yeux sur la seconde colonne à gauche, et dans 1 alignement 
du logarithme on trouvera un nombre de dizaines qui expri- 
mera les secondes de l'arc cherché. On passera à la première 
colonne ; si l'on y voit un nombre dans le même alignement, 
il sera celui des minutes cherchéesj sinon on montera le long 
de cette colonne, et le premier nombre qu'on rencontrera sera 
celui des minutes ; enGn en haut de la page on trouvera hor.i 
du cadre le nombre de degrés demandé. Mais si le tilrc en 
question est au bas, iî faut recourir à l'avant-demière colonne 
vers la droite, qui donnera de même les secondes ; passer en- 
suite à la dernière colonne, sur laquelle on trouvera les mi- 
nutes cherchées, soit dans la même ligne, soit en descendant 
le long de cette colonne. Enfin on trouvera au bas de la page, 
et hors du cadre, le nombre de degrés demandé. 

Veut-on, par exemple, le nombre de degrés, minutes et se- 
condes de l'arc dont le logsin est i,354i8o3; on cherchera ce 
logai-ithme dans l'une des deux colonnes qui sont intitulées 
sinus, sans s'embarrasser de savoir si ce titre est en haut ou 
en bas de la colonne; l'ayant trouvé, on observe que le titre 
sinus est en haut de la colonne : on consulte la seconde co- 
lonne à gauche, et l'on trouve 00 dans l'alignement de 
9,354 'fio3; on passe à la première colonne, on n'y voit rien 
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dans le même alignement; mais en montant on rencontre 3 
dans celte colonne : enfin, en Laut de la page et hors du cadre, 
on trouve i3 degrés. Le nombre demandé est donc i3°3'5o". 

Deuxième cas. — Si le logarithme donne ne se trouve pas 
dans les Tables, ce qui est le cas le plus ordinaire, on cher- 
chera les deux logarithmes entre lesquels il est compris ; on 
prendra celui de ces deux logarithmes qui est du côté du titre 
de la colonne dont on a besoin; on le retranchera du loga- 
rithme donné, ou l'on en retranchera celui-ci, selon que l'tin 
sera plus grand ou plus petit que l'autre; on aura ainsi une 
différence A', et, en appelant A la différence tabulaire des 
deux logarithmes entre lesquels est compris le logarithme 
donné, on déterminera le nombre h par l'équation 

^_i' d'où k = ^^- 

Le nombre ft moindre que lo exprimera les unités de secondes 
et fractions de seconde de l'arc cherché. Quant aux degrés, 
minutes et dizaines de secondes, on les obtiendra en substituant 
au logarithme donné celui de la Table qui en diffère de A', et 
en suivant la marche indiquée dans le cas précédent. 
Nous indiquerons par des exemples le type du calcul. 

i" Trouver l'arc dont le iog sin est 7,8835535. 

Logsin^^ 1=7, 88355:^5 

Pour 1,8835459 49''53'30'' A = 177 

A'xio 760 4". 29 



^ = 49<'53'24'',;29 
2° Trouver l'arc dont le logcos est 1,9046039. 
Log COSa; ;=:i i , 9o46539 

Pour 7,9046637 ae-as'So" a — i56 

A'Xio 980 6",3 

_ _ ^";._ 3g<,35, 313"^ 3 
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3° Trousser l'arc dont le log tang est o,y476532. 

liogtanga^ = o,747'^53^ 

Pour 0,^47^657 ^9''5i'4o" A =:=i3i5 

i'Xio 8750 7",2 

^ = 79''5i'47".3' 

4" Trouver l'arc dont le log cot eif o,36'6o^6o. 

Logcot.r =: 0,3660760 

Pour 0,3660892 23" i7'2o" a. = 58o 



?.j"i7 ; 



",28 



ÏBotsiÈME CAS. — Si les différences des Tables varient trop, 
la marche qu'on vient d'indiquer cesse d'être applicable. Le 
cas dont il s'agit se présente lorsqu'on a à déterminer un très - 
petit arc par son log sin ou par son log tang ; voici comment il 
faut alors opérer. On ehcrcliera dans la première partie de la 
Table le logarithme qui s'approche le plus du logarithme 
donné, et l'on réduira en secondes les degrés et les minutes de 
l'arc correspondant; désignons par a le nombre de secondes 
ainsi obtenu et par a -\-h\a nombre exact de secondes con- 
tenues dans^ l'arc inconnu; on déterminera « + /; par l'une 
des deux équations 

log(« -h h) -.z= log sin (a + A) - lûg sia « -I- l<)g«, 
log(n -\-h) = logtang(« + h) ~- logtanga + logfz, 

que nous avons déjà mentionnées en traitant du problème in- 
verse de celui qui nous occupe. 

Veut-on, par exemple, le nombre des degrés, minutes, etc., 
de l'arc dont le logarithme du sinus est 3,0022893 ; on trouve 
que le logarithme tabulaire qui approche le plus de ce loga- 
rithme est 3,ooi545i ou — 2,9984549, et ce logarithme ré- 
pond à l'arc de o" 3'27" ou de 207 secondes ; le logarithme de 207 
est 2,3 169703; ajoutant ensemble les trois nombres 3,0022893; 
j,3i597o3, on a pour somme 2,3167145. Ce 
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logarithme répond au nombre 20^,355 ; l'arc cherché est donc 
207", 355, oiio*'3'2j'',355. 

On opère de la môme manière pour déterminer un très- 
petît arc quand on connaît le logarithme de sa cotaugente, 
puisque ce logarithme est égal et de signe contraire à celui de 
la tangente. 

Mais, lorsqu'il s'agit de déterminer un très-petit arc par le 
moyen du logarithme de son cosinus, il est impossible de le 
faire avec précision. Veut-on, par exemple, connaître l'arc 
dont le cosinus a pour logarithme 1,9999991, la Table montre 
que ce logarithme répond à tout arc compris entre 6'45''' et 
^25"; l'arc demande ne peut donc être obtenu qu'avec une 
incertitude de 4o secondes. 

S7, La solution des deux problèmes dont nous venons de 
nous occuper repose sur l'égalité approximative 



posons 

(,) ''=î^±=. " = ^'±=. 

e et s mesureront les erreurs commises en appliquant la for- 
mule (i) dans le calcul de A' {premier problème) et dans le 
calcul de h (deuxième problème). Or on démontre, par des 
considérations qui ne peuvent trouver place ici, que e est tou- 
jours moindre qu'une unité du septième ordre décimal si l'arc 
dont on calcule le log sîn ou le log tang surpasse une certaine 
limite inférieure à 5 degrés, et que la même chose a lieu, pai- 
suite, si l'arc dont on calcule le log cos ou le log cot est supé- 
rieur à 85 degrés. L'emploi de la formule ( i ) est donc légi- 
time, entre ces limites, dans la solution du deuxième cas du 
premier problème. Ou démontre aussi que l'erreur s relative 
au deuxième problème est plus petite qn'un centième de se- 
conde, si l'arc que l'on calcule diilère de zéro ou de 90 degrés 
d'une quantité plus grande qu'une certaine limite inférieure 
à 1 ^ degré, et que cette erreur t devient absolument insen- 
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sibJe si l'arc que l'on calcule s'écarte de quelques degrés des 
limites zéro et go dcg^rés ; d'où il suit que l'emploi de la for- 
mule 

est légitime dans la solution du deuxième cas du deuxième 
problème entre les limites que nous venons d'indiquer (*). 

Mais l'erreur commise dans le calcul de h ne provient pas 
seulement de la quantité s que l'on néglige ; les logarithmes 
dont A et A' expriment les différences sont afï'ectés d'une cer- 
taine erreur; et si ccîle erreur reste au-dessous d'une demi - 
unité du septième ordre décimal pour les logarîllimes de la 
Table, elle peut être beaucoup plus considérable pour le lo- 
garithme donné, qui le plus souvent est le résultat d'opéra- 
lions exécutées sur des nombres qui ne sont connus qu'ap- 
proximativement. Admettant, par exemple, que l'erreur de A' 
soit d'une unité de l'ordre du dernier ehillre, l'erreur de h. 



(*) Si l'on désigne par M le module des loautlllimes vulgaires, et ]>av B un 
nombre eompris antre ïéro et 1, on », d'après une formule connue (celle cIh 
Taylor), «n prenant la seconde pour uiiilé, 

loeBin(a:-HA) — logsiiia: = MSBini'ï?i5- M ? ■■ ' . °'" ' . 

OéBignona par A la valeur du premier iiiembca poui- h = 10, et par i' la valeur 
de ce premier membre pour fi < ] ; appelons aussi 3- la valeur que prend 



on liéduiC de ia formule prccédenle 

h étant infijcieur à 10, la valeur absolue da 11 
on a donc 

^r>oMsin'T" 



ces résulcufs on pout vérifier la légitimité de nos nssertions, pour 
10 les logsin et les logeas; on déduit ensuite immédlal^moQt dalîi 
ions sont vraies aussi à l'égard des log lan(t. 
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en négligeant celle de A, sera - lo"; d'où il suit que la préci- 
sion obtenue dans le calcul d'un arc sera d'autant plus grande 
que les différences tabulaires seront elles-mêmes plus grandes. 
Or la différence de deux iogtang est la somme des différences 
des log sin et des log ces correspondants (*j ; donc un arc est 
toujours mieux déterminé par sa tangente que par son sinus 
ou son cosinus. A 45 degrés, point du premier quadrant où 
la tangente donne la plus faible précision, la différence tabu- 
laire de ses logarithmes est de 421 unités du septième ordre 
décimal pour une -variation de 10 secondes dans l'arc; d'où 
l'on conclut qu'une erreur d'une unité du septième ordre dans 
le logarithme de la tangente correspond alors à une erreur 
de o",024 dans l'arc. Une même erreur dans le logarithme 
du sinus ou du cosinus correspondrait à une erreur double, 
c'est-à-dire à o",o48. Pour des arcs petits, les différences 
des log cos sont très -petites, et, par suite, les différences des 
log sin sont à peu près égales aux différences des log tang; il 
s'ensuit qu'un petit arc ne saurait être donné avec précision 
par son cosinus, ainsi que cela a déjà été dit plus haut; au con- 
traire, il est également bien déterminé par son sinus ou par 
sa tangente. Concluons de là que dans les solutions trigono- 
métriques on devra rechercher autant que possible l'emploi 
des tangentes et rejeter avec soin l'emploi des cosinus, pour la 
détermination des petits arcs. 

Procédés pour i-endre une formule calculable par 
logurithm,,,. 

S8. Pour que l'on puisse appliquer immédiatement le cal- 
cul des logarithmes à la détermination de la valeur d'une ex- 



(') l,a diiférenro 

loKtane(j:-|-/i)— Iogtang;!; 

est évidemment la somme des deui diflerenees 



log sin {x-\-h) — log sina:, 
log C03X — lOE cos(a; -h h ). 
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pression numérique, il est nécessaire que cette expression ne 
contienne que des facteurs monôines ; autrement on dît qu'elle 
n'est pas calculable par logarithmes. Si une expression ne 
contient d'autres facteurs polynômes que des sommes ou des 
différences de deux sinus, ou de doux cosinus, ou de deux tan- 
gentes d'arc donnés, on la rendra calculable par logarillimes 
en faisant usage des formules du n" 18 : aussi ces formules 
sont-elles d'une extrême importance. Mais il existe des pro- 
cédés généraux que nous allons indiquer ici, pour rendre cal- 
culable par logarithmes une expression qui ne l'est pas. 
Considérons d'abord une expression binôme 



et supposons qu'on veuille avoir logjî; «et 5 sont des nom- 
bres positifs, dont les logarithmes seuls sont donnés. On peut 

Gela posé, déterminons un arc auxiliaire f , tel que l'on ait 

b 
tang-y — -; 

cet arc ç, compris entre zéro et go degrés, se calculera par la 
formule 

logtangç^logù — log«. 

La valeur de x devient alors 

.c = « ( I ± tang y) = « ™sj^mj, _ 



cosï.±sin» = co9y + cos(9o<''-ç), 

= 2cos45-oos(,pzF45")-\/2cos{yrp4n 

-'V'2COs(yq=45°) 
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Cette formule est calculaLle par logarithmes ; on en tire 
log^:=log« H — Iog2-l-Iogcoa(^ — 45") — logcosçC) 

La même m»;thoclc s'applique à une expression polynôme quel- 
conque ad^bdzczhddz.. .\en effet, on pourra , par l'emploi 
d'un arc auxiliaire, réduire d'une unité le nombre des termes 
de l'expression polynôme : avec un second arc auxiliaire, on 
diminuera encore ce nomtre d'une unité, et l'on pourra con- 
tinuer ainsi jusqu'à ce qu'on ait transformé l'expressiou en un 



La transformation précédente n'est pas la seule qu'on puisse 
employer; nous indiquerons encore la suivante. 

On rendra calculable par logarithmes la formule rt 4- i, où a 

et II sont des nombres positifs, en posant - ;= taug^ç ; car on a 
a -!- S = «(i -l-lang'y)^ p- ■ 

Si l'on a tï > &, on rendra la formule a — b calculable par 
logarithmes, en posant b r^asin^ç; car on a 

Résolulion de l' équation du deuxième degré par le raojen 
des Tables trigonométi-ù/ues. 

59. Les deux racines de l'équaîion du second degré 



(*) On doit préparer les logarithmes qui aont aifoctéB du signe — dans une 
formule do manière que leur partie décimale soit négative; par esempla, ai 
le logarithme 3,355.^ao7 est daslino à être retranché d'une somme d'autres lo- 
garithmes, Il faut l'écrire — 1,64^5793^ on sorte qu'on sera ramené à ajouter 
î,64i5793i celte manière d'opérer revient à prendre le complément a lO du 
logarithme et à retrancher m de la caractéristique. 
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sont données par la formule 

nous supposerons que les coefficients p el q soient des quai 
tités réelles données directement ou par leurs logaritliines, 

re'ellcs et inégales. Si l'on a en même temps >/ ^ o, on pose; 
P—— V?, . 

l'are auxiliaire i^, compris entre — go et -\- 90 degrés, se ce 
' culera par la formule 

log( — siiiy) = ]0g2 w- ^logï — \ogp 
si p est positif, et par la formule 

log sin^ = log?, -h ^ log7 — los( -- Z') 
si p est négatif. La formule ( 2 ) devient alors 

de sorte qu'en appelant x, et x^ les deus racines on aura 

jc, t= ^/g taag ~ w, ^c. ^ ^/q cot - f}, 

expressions calculables par logarithmes. 
Si l'on a ^ <^ o, on posera 

■2 tangy' 

l'arc auxiliaire i^, compris entre — 90 et -!- go degrés, se ca 
culera par la formule 

log( — tangi)) = Iog2-l--log{— 7) —logp 
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si p est positif, et par la formule 

logfang(p3::loga + - log(— ?) — log(— p) 
si p est négatif. La formule ( 2 ) devient alors 

^ = V — î 1 —-rz — ■ ' 
de sorte qu'en appelant x^ et x^ les deux racines on am-a 

iC, = — \/ — q tang — <f, x,^ -h \/ — 2 COt — rf. 

a° Soit -, (/ <[ o, on pourra poser 

et l'arc auxiliaire 9 se déterminera par la formule 
logcosç =rlog(±;j) — ^ logÇ — log^; 
la formule (2) devient alors 

^=_/i±^tangçv'^ 

la partie réelle des deux racines imaginaires est — -> ctlelf 
rithme du coefficient de \J — i est égal à 

log(zi:;)) +logtangf ~ loga. 



60. On peut ramener à la résolution d'une équation du 
deuxième degré le problème qui consiste à trouver tous les 
arcs X qui salislbnt à une équation de la forme 



où a, h, c désignent des nombres donnés positifs ou négatifs. 
Il suffit, en effet, pour cela d'exprimer sin.j; et cosa? en fonction 
d'une même ligne Irigonométrique ; mais la question dont il 
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s'agit peut être résolue beaucoup plus simplement de la ma- 
nière suivante. Déterminons un arc auxiliaire y compris entre 
— 90 et -f- 90 degrés, et tel que l'on ait 



tangï=: -; 
en remplaçant h par a tangœ, l'équation proposée devient 

ou 

Pour que le problème proposé soit possible, il faut que 
soit compris entre — i et + i , c'est-à-dire que l'on ait 

^^^<i ou c'<«'-;W.=. 

Si cette condition est remplie, les Tables feront connaître un 
arc a compris entre zéro et 180 degrés, et ayant pour cosinus 

— — -; les racines de l'équation proposée scïont données en- 
suite par la formule 

3; := A- , 36o" H- y ± «, 

où k désigne un entier arbitraire positif, nul ou négatif. 

On peut exprimer toutes les racines X en fonction de l'une 
quelconque d'entre elles; désignons en effet par ^0 l'une de 
ces racines ; on aura 

■x^±(A'.36o"-^-f ~^,), 
A' étant un entier, et l'expression générale des racines x sera 

x^&. 360° -t- ç^(ç — iCo); 

cette formule équivaut aux doux suivantes : 

a: ■= A.36o° -l-ir„, 

X-=: X-.SÔO" -f- 2f — ^j. 
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Résolution de l'équation du troisiinne degré par le moyeu 
des Tables trigonométriques . 

61 . L'équation générale du troisième degré 
(i) X= H- PXî -I- QX + a = o 

se ramèuc à la forme 
(2] x:^ -{- px -{-11=0, 

en posant X — — -5 H- x; on peut donc se borner à considérer 

l'équation (2), dont les coefficients seront supposés réels. 
Nous avons va (n" 29) que l'équation 

,3, =-5,-^ = 

a pour racines 

si donc on parvient à ramener l'éijuation proposée {2) à la 
forme (3), le problème que nous nous proposons sera résolu. 
Posons X = I3, l'équation {2) devient 



")■■ 



(4) 

et cette équation (4} coïncidera avec (3) sil'o 
quantité X et l'arc y de manière que l'on ait 



équations d'où l'on tire 



W^ 



ces valeurs de X et de cos(f ne sont réelles que si p est négatif ; 
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mais, pour qu'elles soient admissibles, il faut encore que la 
valeur de cos^ç soit iufcricurc à i, ce qui exige que l'on ait 



î-'j 



^-<o ou 4;,- + 2„-<o 



Cette condition entraîne p <^ o ; si elle est satisfaite, l'identi- 
fication des équations (3) et (4) devient possible; alors, l'arcip 
ayant été calculé par la formule 



Xv/= 



les racines j:, , jtj, .t^ de l'equatiou proposée ( 2) seront 

Le cas que nous venons d'examiner est celui où les racines 
de l'équation (i) sont réelles et inégales; toutefois deux de ces 
racines deviennent égales si l'on a 





4/'= + 37'?' = "; 


lasolutio 


li précédente subsiste dans ce cas. 


62. Cû 


iisidérons maintenant le cas où l'( 




47>'-H3;î'>o, 



etoù, par conséquent, l'équation (2) ne peut plus se ramener à 

la forme { 3) par la transformation dont nous avons fait usage. 

Soient d'abord p= o el tj :^ — i , l'équation ( 2) devient 



les valeurs de x sont alors les racines cubiques de l'unité; 
pour les trouver, remarquons^ que x^ — i est le produit des 
facteurs x — i et ,r' + x + i ; en sorte que l'unité a trois ra- 
cines cubiques dont l'une est égale à 1 , et dont les deux autres 
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X et sont les racines de l'équation du second degré 



- v^3 y- 1 „__ -!- ^'i\/- 



cn outre, comme on a 
tque 



lOnelut q 



en sorte que cliacune des deux racines cubiques imaginaires 
de l'unité est le carré de l'autre. 

Revenons maintenant au cas général, et distinguons les deux 
hypothèses p <^ o et p )> o , 

I " Soit yE> <^ o ; posons 

a: ^ î, (il taiigç + b coti])), 

en désignant par aelh deux quantités respectivement égales 
aux racines cubiques imaginaires a et ê de l'miité ou égales 
toutes deux à l'unité; en élevant au cube, il vient 

x" =. i^tang^o -t- cot'tp + 3 (<! tangtp + b cot^)], 
et l'on déduit des deux équations précédentes 

(5) x^ — 31^a^ — l'(tang'^ -i-cot'<p) .-=: o. 

D'après la manière dont celte équation (5) est formée, il est 
évident que ses trois racines sont 

(6) l(lang^-l- cotiji), l(atang^^- Ëcot^), X(@ tangç + acottf), 

et par conséquent l'équation (a) se trouvera résolue si l'on 
parvient à l'identifier avec l'équation { 5 ) . 11 suffit pour cela 
de déterminer X et tf de manière que l'on ait 

— 31' =/), — P(tang'y -\- cot'ï) ~q; 
la première de ces équations donne 
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vw 



Pour trouver y, nous emploierons un deuxième arc auxilia 
ij;, Ici que 

iang4'^ tangua; 
il vient alors 



tangi}' -!- cot'l^ = 






on pourra tirer de cette équation une valeur de ip comprise 
entre ~ 4^ et 4- 45 degrés ; car 4p' -I- ^7?^ étant > o, par 
Ijypotlicse, la valeur précédente de sinaïf ^^^ comprise entre 
— I et H- I ; on trouvera ensuite une valeiu? de ç également 
comprise entre — 45 et + 4^ degrés, au moyen de la formule 

tangf == \/tang4'- 
Les arcs y eld' ayant été ainsi calculés, on aura, pour les ra- 
cines de l'équation (a), les expressions (6), qui deviennent, en 
remplaçant a et ê par leurs valeurs écrites plus haut, 

y ^'(tang»4-cot9), 

On pourra calculer par les Tables, au moyen de ces formules, 
la racine réelle, ainsi que le coefficient de ^ — i dans les l'a- 
cines imaginaires. 
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2° Soit p ^ o ; posons 

X :^î,(ataiigç — b cotç), 

« et è désignant, comme précédemment, deux quantités 
égales respectivement aux racines cubiques imaginaires or et Ê 
de l'unité, ou égales toutes deux à l'unité; en élevant au cube, 

.r^ = V [tang'o — cot^o — 3 (« taug^ — b cotç)], 
d'où 

(7 ) u;' + 3V.r — V(tang=9 — cot'a) = o, 

équations dont les racines sont 
(8) îiftangç — coty), ),(atang(^ — êcotç), ),[§ taiig^ — ncoto). 

Pour que l'équation (a) puisse être identifiée avec 1 équa- 
tion ( j), il faut et il suffit que l'on ait 

la première de ces équations donne 
et il vient ensuite 



w 



Pour trouver y, nous emploierons un deuxième arc 
il-, tel que l'on ait 

taiigi = tang^<;>; 
il vient alors 

tangii — COliJ; =; — acota^lj .-;:::; — - — ?-— - , 



m 
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l'angle il- étant connu, on calculera y par !a formule 

tang<i> = J/Ungi^; 
les racines de l'crjualion {2) seront alors 

y/|(.a„.,-oo„), 

~ ^V^f^^S'? — coE9)± -^(tangif + COE?) *J—sv 

.^.y^^cot.ï Cl Y/^coE2ïzh^:^v'-ï. 

On voit que, dans le eas de 4p^ -H ^7(/^ > '^1 l'équation pro- 
posée (2) a toujours deux r. 



63. Exemple I. — Soit proposé de résoudre l'équation 

On a ici p := — ^, ^ := j ; l'équation proposée a deux 
clnes positives .Vt et x^ et une racine négative x^. On a 

^' = U ^ <^0^ V ' ^= = y ^ *^"^ 240" + vr ' 



sy 






Calci 


/rfe 


?■ 




log(- tang<p). 






î, 3843181 










3" 






56"a2'7",9 


240° -F 1= 36o' 


- 


63 


"37'5'2",i) 


iM° + |= 180° 


- 




"37'52",3) 



Calcul de x,. 

iogy/y 0,4850.84 

logr,os| 7,7433376 



log^c 



j284o6o 
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Calcul de x^. Calcul de x^. 

logt/y o, 4850184 log^ o,485oi84 

iogcos(ft4o°+|j 1,6475280 log — cos(i2o''+|j . 1,5991371. 

log^, o,i3254G4 log( — ^3) 0,4841454 

a:j= 1,356^9 j^3--= —3,04893 

64. Exemple 11. — Soit proposé de résoudre l'équatïon 

On. aici p =: — 6, (/ = 6; Toquation proposée a une racine 

réelle négative x^ et deux racines imaginaires '- dz u ^- — i . 

On a 



tangtf = ^tangJj, 



tangz-^ = s/S- 



Calcul de -i. Calcul de f, 

igtaiig2']j o,45i545o logtangç T,9! 

a^i = 7o°3i'43",6 f = 4r4i'52',o 

ij. = SS'-iS'Si", 8 29 = 83°23'44\o 



Calcul de 3:^. 

41og8 o,45i545o 

— logsin2ij> 0,0028916 



Calcul de u. 

ilog6 ■. o, 3890756 

log(— cut2i>) 1, 063643) 



log(~j;,) 0,4544366 

^, = -2,84733 
Les racines sont 

— 2,84732 et i,42366d:o,2836oS\/^T. 

QUESTIONS l'RO POSÉES. 

I. On partage l'arc 2a; en n parties égales, et l'on demande : 1° de 
déterminer la distance du centre des moyennes distances des points de 
division à un diamètre quelconque; 2° de prouver qu'à la limite, pour 
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H = 00 , la distance du centra du cercle au centre des moyeanes distances 
est égale à — - • 

II. Démontrer que la différence a^— sinjr est d'autant pins petite que 
■V est plus petit. 

in. Démontrer que, si x est compris entre zéro et -, le rapport ■ — ^ 

est la limil* vers laquelle converge le produit cos- cos^ cos^--- cos— j 
lorsque l'entier n augmente indéfiniment. Déduire de celte propriété les 
inégalités sin^ > x— — et cos^ < i — — -i — j- 

IV. Démontror que, si x est compris entre zéro et -j on a 

V. Démontrer que les rapports et ■ — -5 — ■ décroissent quand 

l'arc a: croît de zéro à - - Après avoir établi Vinégalité — — > — ~-^ — 
dans l'hypothèse où^et A sont positifs et où .ïr+ A est inférieur à -1 on 

pourra démontrer l'înégalilé ^~ ^ — > — -. -.-„ • en faisant 

usage delà formule d'où l'on a conclu l'inégalité a^ — sina; <-t-i au n''46. 

VI. Démontrer l'inégalité 

pour toutes îes valeurs de ^ comprises entre zéro et - • 
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ïaiGONOMÉTRIE RECTILIGNE. 



Objet de la Trigonométrie rectiligne, 

65. Il y a dans un triangle six éléments à considérer, trois 
angles et trois côtés. Résoudre un triangle, c'est calculer les 
valeurs numériques de ses éléments lorsqu'on a des données 
suffisantes, 

La Trigonométrie rectiligne a pour objet la résolution des 
triangles rectiligne s. 

Les valeurs numériques des longueurs s'obtiennent en rap- 
portant ces longueurs à une même unité : il nous reste à par- 
ler de la mesure des angles. 

Mesura des angles. 

66. Soit un angle ÂOB {fig- 8); décrivons de son sommet 
comme centre, avec tin rayon quelconque, une circonférence, 



et désignons par R et S les nombres d'unités contenues dans Je 
rayon OA et dans l'arc Ali intercepté par les côtés de l'angle. 

Le rapport ~ est indépendant de la grandeur du rayon OA, car 

S! l'on décrit, du point O comme centre, une autre circonfé- 
rence A'B', et qu'on désigne par R' et S' les nombres qui me- 
surent le rayon OA' et l'arc intercepté A'B', on aura, par un 
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.ulte de là que, si l'on pose 



le rapport (o ne dépendra qae de la grandeur de l'angle AOB; 
comme, d'ailleurs, l'angle AOB varie proportionnellement au 
nombre w, on peut prendre w pour sa mesure. Pour S = R 
O se réduit à i ; par conséquent « représente le rapport de 
l'angle AOB à un certain angle qu'on peut clioîsir pour unité, 
et qui est tel que, si l'on décrit une circonférence de son som- 
met comme centre, avec un rayon quelconque, l'arc intercepté 
entre ses côtés est égal au rayon de la circonférence. 

La formule S^^ïî-W est très-fréquemment employée dans 
les applications géométriques ; elle permet de comparer des 
arcs qui appartiennent à des circonférences différentes. 

Si l'on prend le rayon OA pour unité linéaire, on aura 
E — r et M = S ; 
ainsi un angle est mesuré par le même nombre ijue l'arc in- 
tercepté entre ses côtés sur la circonférence décrite de son 
sommet comme centre avec l'unité pour rayon. Par exemple, 

le même nombre - représentera indifféremment l'angle droit 

et le quadrant. C'est pour celte raison que les mots angle ei 
arc sont souvent employés comme synonymes. 

Et comme nous sommes convenus, dans les applications de 
la théorie des fonctions circulaires, de représenter les arcs par 
les nombres de degrés, minutes, secondes, etc., qu'ils ren- 
ferment, ces mêmes nombres de degrés représenteront égale- 
ment les angles correspondants. 

Nous appellerons sinus, cosinus, tangente, cotangente, sé- 
cante et cosécante d'un angle, le sinus, le cosinus, la tan- 
gente, la cotangente, la sécante et la cosécante de l'arc inter- 
cepté par les côtés de l'angle sur la circonférence décrite de 
son .sommet comme centre, avec l'unité pour rayon. 
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Nous représenterons tonjours par A, B, C les trois angles 
d'un triangle, et par a, è, c les côtés respectivement opposés ; 
les angles aigus ou obtus sont nommés angles ohliques, et les 
triangles dans lesquels aucun angle n'est droit sont dits ohli- 



Relations entre les angles et les côtés d'u 
rectansle. 



; triangle 



67. Théouème. — Dans tout triangle rectangle, cliaefuecâté 
de l'angle droit est égal à l'hypoténuse multipliée par le si- 
nus de l'angle opposé^ ou par le cosinus de l'angle adjacent. 

Soit ABC ifig- 9) un triangle rectangle en A; du point C 
Fig. 9. 



comme centre, avec l'unité pour rayon, di 
cercle MN, et abaissons MP perpendicul. 
triangles semblables ABC et PMC donnent 



CM = I , MP =:; ^ 



c — asinC, & = acosC. 

CouoLLAiHE. — Dans tout triangle rectangle, chaque côté 
de l'angle droit est égal à l'autre côté nudtiplié par la tan- 
gente de l'angle opposé ou par la cotangente de l'angle 
adjacent. 

En effet, soit A l'angle droit ; on a, par le tliéorème précé- 
dent, 

c = «sinG, hi^acoiC, 



y Google 



CHAPITRE TROISIÈME. 

d'où, en divisant membre à membre, 



Rkma«qtie. — ^ 11 ne saurait exister entre les angles et les 
côtés d'un triangle rectangle une relation distincte des troix 
suivantes : 

8 + = 90», 
ci^^sinC, Ê=:acosC; 

car s'il j en avait une, en y remplaçant c, è et B par leurs va- 
leurs a sinC, iïcosC et 90" — C, on aurait une équation non 
identique entre a et C, ce qui est absurde. 

En ajoutant les deux dernières des relations précédentes, 
après les avoir élevées au carré, on obtient la relation coii- 



Relaiîons entre les angles et les côtés d'un triangle 
ohliquangle. 

68. Théorème I. — Dans tout triangle rectiligne, les côtés 
sont proportionnels aux sinus des angles opposés. 

Soit ABC (fig- 10 ) un triangle dans lequel les angles B et C 
sont aigus ; abaissons du sommet A la perpendiculaire AD sur 

Fie- lû. 



la base BC : le point D tombera entre les points B et C, et les 
triangles rectangles ABD et ACD donneront (n^ÔT) 
AD = esinB, AD = 6sinC, 
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Si l'un des angles B ou C est obtus [fig- 1 1), C par exemple, 
le pied de la perpendiculaire AD tombe sur le prolongement 




de BC, et comme deux angles supplémentaires ont le mètn; 

sinus, les triangles rectangles ABC et ACD donnent encore 

AD = csiiiB=6 sinC, 



i l'on conclut que la formule pr 



:cdente est générale. 



69. On a, d'après ce qui précède, les trois relations s 
vantes entre les angles et les côtés d'un triangle : 



et je dis qu'il ne salirait exister une autre relation distincte de 



celles-ci. En effet, on tire des équations {i) 
A = 



nC 



siii(B-(-C)' si,i(B + C)' 

cela posé, s'il existait entre les angles et les côtés une rela- 
tion distincte des relations (i), en y mettant, au lieu de A, 
5, c, les valeurs que nous venons d'écrire, on aurait une équa- 
tion non identique entre le côté a et les deux angles adjacents 
B et C, ce qui est absurde. 

Mais on peut déduire des équations (i) d'autres relations 
importantes qui constituent autant de théorèmes ; nous com- 
mencerons par démontrer directement ces théorèmes, et nous 
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diverses relations que i 



97 



ferons voir ensuite comment 

aurons trouvées peuvent se déduire les unes des autres. 

70. Théorème II. — Dans tout triangle rectiligne, le carré 
d'un côté est égal à la sotnm^ des carrés des deux autres 
côtés, moins le double produit de ces deux autres côtés mul- 
tiplié par le cosinus de l'angle qu'ils comprennent. 

Soit ABC [f^' Ts) un triangle dans lecjueirangleC est ai^u; 




ibaissons du sommet A la perpendiculaire ADsurBC; > 

c» = a=-H 6' — 2flXCD; 

nais le triangle rectangle ACD donne (n" 67) 

GD = icosG; 
m a donc 

Si l'angle C du triangle est obtus {Jig. i3), on a 



!e triangle rectangle ACB donue 

CJ> — b cmACD = b cos{iSo'' — G) — — b cosC: 

donc on a 

c= = aM- 6'~ 2«ôcosC, 
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comme dans le premier cas. Enfin cette formule a lieu encore 
quand C est un angle droit ; car, dans ce cas, cos C est nul, et 
elle se réduit à c^ r= a* + b'^. 

Le théorème que nous venons d'établir donne les trois rela- 
tions suivantes : 

/ «=--5=->-c' — 3 6ccosA, 
(3j I È' = fl'4-c= — SûccosB, 

[ cl-— û^-f6^— 2«icosC, 
qui contiennent chacune trois côtes et un angle. 

71. THÉoiiÈMElII. —Dans tout triangle rectiligne, un côté 
est. égal à la somme des deux autres, multipliés chacun par 
le cosinus de l'angle qu'il forme avec le premier côté. 

Soit un triangle ABC {fig- i4); abaissons du sommet A la 

Fig. 1/,. Kg. .5. 




« = BD + DC, 

et sil'nndes angles B et C, C par exemple, est obtus [fig- i5}, 

« — BD — DC. 

Mais, dans le premier cas, DC = h cosC, et dans le second 

DC^; S 005(180" — C) =: — ècosC; dans les deux cas, 

BD =; c cosB : donc on a 

Ce théorème fournit les trois relations 

la = bcmC+ ctosB, 

(3) \b = cùa%k-\- a cosC 

I c.-=« cosB + &cosA. 
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72. Pour déduire les équations (3) des équations (a), ajou- 
tons les deux premières équations (a); il vient, après les ré- 
ductions, 

cr=a cosB -4- b cosA. 

C'est l'une des équations (3) ; on obtiendrait les deux autres 
de la même manière. 

Réciproquement, pour déduire les équations (a) des équa- 
tions (3), ajoutons les équations (3), après les avoir multi- 
pliées respectivement par a, h, — c; il vient 

C'est l'une des équations (a); on obtiendrait de même les deux 
autres. 

U résulte de là que les systèmes (2) et (3) sont équivalents ; 
nous allons indiquer comment on peut déduire l'un de ces 
systèmes, (3)par exemple, des équations fondamentales (i), 
La première équation (1) donne 

C3-:i8o°~ (A-l-B), 
d'où 

siûC = sin(A-J,-B) = siiiAcosB + siuB cosA; 

si l'on remplace sinA, sinB, sinC par les quantités propor- 
tionnelles a, b, c, il vient 

r.r- acosB-h-icosA. 
C'est l'une des équations (3); on obtiendrait de même les deux 

Je dis enfin que les équations (i) peuvent se déduire des 
équations {2) ou {3), si l'on fait la restriction que la somme 
A-l-B-i-C n' excède pas 180 degrés. En effet, on tire de la 
première des équations (2) 

È' -\- c' — a' 



_ «^ _ 6> _ ci + 2«^'è= + 2Û^'. 


■'+2SV 


4(',V' 




__^t_6*_c' + 2«'*' + 2rt'i 


:'^2b'c^ 


^a'b'c' 
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On trouverait évideinment la même valeur pour - 



on cliaiige les côtés a, b, c les uns dans les autres; si donc on 
sait que A, 8, C sont moindres que i8o degrés, leurs sinus 
étant positifs, on peut écrire 



En second Heu, on peut éliminer a, è, c des équations { 3 ) on 
(3), car ces équations sont homogènes; si l'on élimine deux 
des trois côtés, le troisième disparaît aussi, et il vient 
cos'A+cos'B -htos'CH- TtosAcoslicosC — ir=o 

(cosA-^cosBcosC)'=i— cos'B— cos=C-l-cos=Bcos'G^sir.>]îsm'C. 

ou, en extrayant les racines carrées, 

cosA = — cosD C05C==sinBsinC= — <:os(EzhC); 

d'où 

A±B±C = i8o''X(2'^-m), 

k étant un entier. Et si la somme A + B -t- C n'excède pas 



autres formules relalwes aux triangles ohliquangles . 

73. En transformant les relations précédentes, on obtient 
de nouvelles formules qu'il est utile de connaître et que nous 
allons établir. 

Des relations fondamentales 

sinA slnH sînC 



nA— sinB _^_ 

sinC asm-jCcos-jC 



A( A + B)cos j(A-B]^ 
(A + B)sin^(A-B) ^ 
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OU, à cause de ~ (A -|- B) = 90"— - 0, 

et, en divisant ces équations (i) l'une par l'autre, il vient 

{2) tang - (A — B) = "-"ï cot ^ C. 

Les formules (i) renferment les six éléments, mais la for- 
mule (2) ne contient que deux côtés et les angles, 

74. La relation 



bstituant à cosA sa valetir, il vient 



-y p;^ ' 

»»;^ = V p;^ =V — ïET-^ 

-V" P' 

Par de simples permutations de lettres, on obtiendra des for- 
mules semblables pour exprimer les cosinus et les sinus des 

angles - B et ~ C. Si donc on fait, pour abréger. 
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-" 


+ & + ..■ = 


,{p~ 


a), 




a 


~&^-c = 


a{p~ 


»). 




a 


-h& — c = 


Hp- 


'). 


deux 


systE 


mes de for 


miles 




le 


^^^y/'^ 


-<■) 





(4) 



':» = \/" 






=V'^ 



enfin, en. divisant chaque iormulc du groi 
respoudanLe du groupe (3), on obt 
formules ; 



Lipe(4)paF la uor- 
.ouveau systciine de 






p{p — ^. 



V p{p-' 



Dans toutes ces formules, il faut prendre 
signe 4-; car les demi-angles d'un triangl 
90 degrés, et, par suite, leurs lignes trigonométrigues sont 



le radical avec le 
: sont infer 
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Expressions de L'aire du triangle et dos rayons des cercles 
inscrit et, circonscrit. 

75. AiiiE DU TRIANGLE. — SoitunmangleABC(/îg.i6eti7); 

Fis. iS. Fig. 17- 




abaissons du sommet A la liauteiir AD : 
l'aire (lu triangle, 



Mais le triangle rectangle ADG donne AD = èsinC; on a 

(,) s^'-ahû,vC. 

Ainsi l'aire d'un triangle est égale à la moitié du produit de 
deux côtés multiplié par le sinus de l'angle compris entre ces 
côtés. 

En appliqiiant cette proposilion aux quatre triangles dans 
lesquels un quadrilatère peut être décomposé par le moyen de 
ses diagonales, on obtient le résultat suivant ; 

L'aire d'un quadrilatère i/uelcont/ue est égale à la moitié 
du produit des diagonales multiplié par le sinus de l'angle 
tfu elles forment entre elles. 

Si dans la Tormule (i) on remplace B par sa valeur Lirée de 
l'équation 



il vient 



ainB_ sJaB 
sinA~" sin{B + CJ' 
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Enfin, des équations 

1 y ab -2 \ ab 

établies au numéro précédent, on déduit 

et, si l'on remplace sînG par cette valeur, dans la formule {i), 
il viendra 



(3) ■ s^^'p[p^a){p-b)(p~c), 

formule oùp désigne le demi-périmètre — 

De cette formule et de celles qu'on a établies au n" 74, o 
déduit les résultats suivants, qui méritent d'être remarqués 

2 2 3 abc pabc 

<-^.,l A nm iRr^.i C — P \'p(P — " ) ( P — ^ ' (P ^ ") — II, 



tang — A tang - B tang — G =r: —^' 

76. RiYON DU CERCLE cïRCOMSCRiT. — Ajaiit circonscrit un 
cercle au triangle AEG {Jîg. i8), menons, par le sommet G, le 




diamètre CD =: aR, et joignons BD ; l'angle en J) du triangle 
rectangle BCD est égal à A ou au supplément de A : on a donc 
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Multipliant haut et bas par bc, il vient 



77. Bayoïïs des cercles iKscBiT ET EXiNSCRiTS. — Soîtrle 
rayon du cercle inscrit; en joignant le centre de ce cercle aux 
trois sommets, on décompose le triangle en trois autres ayant 
pour hauteur commune r, et pour bases les trois côtés a, b, c 

respectivement ; on a donc s = r j ou 



p \ p 



»)(/'- 



Si l'on désigne par «, ê, y les rayons des cercles exinserits 
au triangle, c'est-à-dire des cercles qui touclient respective- 
ment les côtés o, 5, c et les prolongements des deux autres, il 
est aisé de voir que l'on a 

d'où l'on tire 

"-p-a-y p-a 

p—b V p~b 

'"p-c- V P-C 

On peut aussi écrire (n" 74) 

a -~- p tang- A, ê^ptang-B, y =:/ilang-G. 



De ces formules on peut en déduire plusieurs autres, parmi 
lesquelles on doit remarquer les suivantes : 



4R = «-i-e-i- 
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Mésolution des Iriangtes rectangles, 

78. Pkemler CA.S. — Etant donnés l'hypoténuse a et ai 
\ngle aigu. B, calcule/- l'angle C et les deux côtés h et c. 
Les éléments mconiius se détennineront par les formules 



C = 90"— B, 6 = «smB, c=â;cosB. 

La première fait connaître immédiatement C, et 
autres donnent pour le calcul logarithmique 

logé :^logc -h logsinB, loge ::= loga -\- îogcosl 

79. Deuxième cas. — Etant, donnés l'hypoténmc 
côté b de l'angle droit, calculer le ti'Oi 
deux angles B ei C. 

On a, pour déterminer les élcm.cnts i] 

La détermination directe de l'angle C s'obtient, comme on 
voit, par un cosinus, et ainsi elle ne sera point susceptible 
d'exactitude, si l'hypoténuse du triangle diitère peu de son 
côté, comme cela arrive fréquemment. Dans ce cas, on peut 
commencer par calculer c, et l'on obtiendra ensuite C par la 
Ibrmule 

on aura aiasi, pour le calcul logarithmique, 

!os^=^riog(« + 6) + log(«-è)], 
logtaiigC = iogc — Iog6. 
On peut aussi calculer C directement comme il suit. En rem- 
plaçant cosC par sa valeur - dans les formules 



--\/^''^' 



taitg- 
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[1-C= ■ 



ja— b 



tang 



;'= = V'^^ 



l'une quelconque de ces formules donnera l'angle C avec pré- 
cision, mais la seconde est préférable, parce qiie son emploi 
n exige que les logarithmes qui servent pour le calcul de c. 

80. Troisième cas. — Etant donnés l'un des côtés b de 
l'angle droit et l'un des angles aigus, calculer le second 
angle et les deux autres côtés. 

Les éléments inconnus se détermineront par les formules 

B -;- C =.- qo", ii -. - - — , c=;'COtB; 
^ siiiB 

les deux dernières donnent pour le calcul logarithmique 

laga = log^ — logsiuB, 

iDgc =^ log b -^- log colB. 

81 . Quatrième cas. — Étant donnés les deux côtés h et c 
de l'angle droit, calculer l'hypoténuse a et les deux angles 
aigus B et C. 

On a, pour déterminer les éléments 

b 
cote = tangB := -i a' = 



Cette dernière formule n'est pas calculable par logaritlimes : 
on la rendrait telle en faisant usage d'un angle auxiliaire; 
mais cette manière d'opérer revient à calculer d'abord B par 
la formule 

]ogtiingB = log6 — loge, 



et à déterminer 



lar la formisle 
l(igû = )ogÔ — logsi 



Exemple. — On donne 

a — 58152'", 5 1 , 6 -- 5439™, a4, 
i demande de calculer c, 13 et C. 
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n33i,75, «-61=453,27. 



Calcul du. côté r. 

los("-i-6) 4,o54'i97o 

log(a_É) 3,6563570 



6,7106540 

loge 3,3553^70 

c = aa66"',35 



Calcul de l'angle C. 

— log(« + (i] 5,9457030 

Iog(o — fc) 3,6563570 

â,6oao6oo 

loglang-JC Y,3oio3oû 

■iC = ii°i8'35'',76 
C = a2°37'ii",52 



B = 90" ~ C ^ 67° 22'48",48. 

Jîésoliition d'un triangle rectiligne dans leijuel on connaît 
un côté et deux angles. 

83. L'angle inconnu s'obtiendra immédiatement par la for- 
mule 

AH-B -fC = ï8o°. 

Si a est le côté donné, on calculera ensuite les côtés 6 et c par 
les formules 

astnE ttsinC 

S'i. Exemple. -— On donne 
A = 8j"47'i2'',5, B=38''i2'47",5, Ct=6o", o— 7oi2"',24, 
et l'on demande de calculer les côtés h et c, ainsi que la sur- 
face s du. triangle. 



Calcul du côté b. 



!oga.. 3,8453568 

— iogainA o, 0044774 

logsinB ï, 7914014 

logé 3,64i736li 

È-438a'>',65 



Calcul dit côté c. 



— logsinA o,ûo44774 

logBinC 7,9375306 

loge ; 

c = 6i35'",7i 
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Cakul lie la surface s. 



alogrt 7,6917136 

logsinB 1,7914024 

logsittC 7,9375306 

— logsinA 0,0044774 

— loga 7,6989700 

logi 7,i'ii09io 

,t== 13307423""'. 

Résolution d'un triangle rectiligne dans lequel oji connaît, 
deitx côtés avec l'angle opposé à l'un d'eux. 



8S. Si a, £ et A sont les éléments donnés, on déterminera 
successivement les éléments inconnus par les formules 

. ètîinA „^ _<ïsinC 

Lorsque B diffère peu de 90 degrés, cet angle ne peut être 
déterminé avec exactitude par le moyen de sod sinus ; dans 
ce cas on calcule d'abord le produit èsJnA et l'on obtient 
ensuite l'angle B par la formule 

langB = zt , 5 

on peut aussi faire usage de la formule 

que l'on obtient en remplaçant sinBpar sa valeur dans l'équa- 
tion tang US" -h ^ Bj = ± y l -^lînE " 

Cependant ces dernières formules ne peuvent faire connaître 
B avec précision, lorsque cet angle diffère très-peu de 90 de- 
grés et que les données, comme il arrive le plus souvent, ne sont 
pas rigoureusement exactes. Dans ce cas, en effet, une légère 
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erreur dans les éléments donnés peut occasionner une erreur 
considérable dans l'angle B. ( Foi?; Cliapître VI, les Formules 
trigonométriques différentielles.) 

Rem&hqïeI. — Si l'on a (i>"èsînA, et seulement dans ce 
cas, les Tables feront connaître pour B une valeur M <^ go", 
mais on pourra prendre aussi B = 180" — M; on aura deux 
valeurs correspondantes de C, 

C =--180"— A — BI, C = M — à, 

et, par suite, aussi deux valeurs correspondantes de c. 

Pour que Tangle M réponde à la question, il faut et il suffit 
queA + M soIt<^ 180 degrés; pareillement,pouTquei8o°— M 
y réponde, il faut et il suffit que M soit > A, Examinons dans 
quel cas ces conditions peuvent être remplies. 

i" Si l'on a A=; ou^go degrés, la valeur 180" — M de B 
ne peut convenir, et la condition pour que la valeiir M donne 
une solution du problème est 

M<i8o"— A, 
ou, comme les deux membres sont moindres que go degrés, 

siriM<si!i(i8o" — A) ou <5mA, 
c'est-à-dire 

On voit que le problèm.o ne peut avoir qu'une solution, et la 
condition pour qu'il en admette une est que le côté opposé à 
l'angle donné soit le plus grand dos deux côtés donnés. 

2'* Si l'on a A <^ 90°, la valeur M de B convient toujours ; 
mais, pour que l'on puisse prendre aussi B ^^ 1 80" — M, il 
faut que l'on ait 

M>A, 

les deux membres sont inférieurs à 90 degrés, 

sitiM>.sinA, 
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On voit que, dans ce cas, la condition de possibilité est 
i^|>-^sinA; si cette condition est remplie, le problème admet 
une ou deux solutions, suivant que le côté opposé à l'angle 
donné est plus grand ou plus petit que l'autre côté donné. 

Les résultats qui précèdent sont conformes à ceux iju'on 
déduit de considérations géométriqnes que nous croyons inutile 
de rappeler ici. 

Remarque II. — - Dans la solution précédente, on ne calcule 
!e côté c qu'après avoir obtenu les angles B et C; or il se peut 
que, n'ayant pas besoin des angles B et C, on veuille calculer 
directement le côté c. Pour cela, on peut se servir de la for- 

flSz=Sî^-c'-. aiccosA, 
d'où l'on tire 

€ = b cosA rfc \ll^-^~bQïï^M 

mais, pour rendre cette formule calculable par logarithmes, il 
faut employer un angle auxiliaire, conformément à la méthode 
du n" S8, et alors les calculs qu'on doit exécuter sont tout aussi 
longs que ceux auxquels conduit l'application de la première 
méthode. Il y a môme pins : le moyen qui s'offre le plus natu- 
rellement pour rendre l'expression de c calculable par loga- 
rithmes consiste à poser (n" S8) 



car la valeur de c devient alors 

«sini])CosA_|_ _ asin(fflrhA) 

"^ "^ sinÂ ~ "™*^ ~ sinÂ ' 

et l'on voit que l'angle auxiliaire ç,dont on s'est servi, est pré- 
cisément l'angle 13 du triangle. Il n'y a donc pas lieu de modi- 
fier la solution que nous avons donnée. 

86. Exemple. — On donne 

A = 27'>47'44",7'j, « ^raigg'", ta, b := 25i3™,28, 

et l'on demande de calculer B, C et c. 
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DgÈ 3,4002409 

-log« 4,65775.1 

DE sinA ï, 6686853 



Il y a deux solutions 



B = 3î,''i2'25'',23 
Caîi-ul de l'angle G. 



i = 27"47'44'',77 
B = 320i2'i5",a3 



Calcul du côté c. 



Dgn 3,3422489 

-logsinA o,33i3i47 

DgsinC 7,g3753o6 



B = 


,4, 


4'7'44".77- 






J>EUXIÎi«]î SOLUT 


a^. 




B = 


HlHl'W 


n 




Calnd de P<mg 


eC. 




C 


= rSo" — A- 


-E 




A 
B 


= 27°47'44' 
->47''47'4V 


77 




C 


-- 4=24' 3û' 


46 




■ Cidctil du c.ôlc 


c. 


loga. 




nsiiiG 
"" SinA 


3,3422489 
0,33i3i47 
2,8857358 


-lûg 
logsi 


SinA 
C... 










2,5592994 






= 302'", 49 



liésolution d'un triangle rectiligne dans lei/uel on connaît 
deux côtés avec l'angle compris, 

87. Première méthode. — Soîcnl a, b, C les élémems 
donnés. Pour trouver les angles A et B, on peut eniployei' la 
formule (2) du n" 73, savoir: 

I , . „, a — f> î „ 
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(.Cite formule fait connaître la demi- différence 

-(A-B) — M. 
On a, d'autre part, 

- (A +E) = 9o"— ic, 

et l'on déduit de là, par addition et soustraclîonj 

A = 9o"— --CH-M, 

B =90°— ~C — M. 

Les angles A et B étant ainsi connus, on peut calculer c par la 
formule 



mais il vaut mieux employer l'une des formules (i) du n° 73, 
savoir : 

--eosi(Â^BT' '- sini{A--B7' 

qui exigent seulement la recherche de deux nouveaux loga- 
rithmes. 

Si les côtés B et Ô sont donnés par leurs logarithmes, on 

peut ahréger le calcul de la fraction. ■ — — r qui figure dans la 

valeur de tang-{A — B). Il suffit de déterminer un angle 
auxiliaire o tel que 

lansï=^.~; 
car il vient alors 

^^ = t™s(T — 45"), 
et par suite 

tang -(A — B) = lang(tp — 45°}cot-C. 
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On achèvera, comme ci-dessus, le calcul des angles A et B; 
mais, pour déterminer c, il faudra employei' la formule 



Deuxième méthobe. — On peut résoudre le même problème 
au moyen des formules 

csiiiA = flsinC, 
ccosA— -: h — (ïCosC, 

et l'on obtient ainsi la solution la plus simple, surtout si, comme 
cela se présente fréquemment dans l'Astronomie, a est connu 
par son logarithme, tandis que h est donné directement. Des 
deux équations précédentes on tire pour le calcul logarith- 
mique 

lûg(±fangA) = log«+lo^sinC-Iog[±(&-«cosC)], 
logc=:loga 4- logsinC — logsinA, 

Pour ayoir log [ ± ( é — a cos G ) J , on calculera le logarithme 
de la valeur absolue de «cosC, on en déduira acosC, et l'on 
aura ensuite, par addition ou soustraction, h — ia; cosC. 



LWsl 


e A étant ce 


innu, on 


obtiendra 


B 


V 


ar 


la r, 


elation 


A+B 


+ C = i8o°. 
















88. 


Exemple. _ 


On donne 














logo 


= 0,4=8,59,, 


logô = 


,0008,64, 


C 


= 


,8- 


'»8',' 


',6a. 


et Von 


demande de 


mknlei- le 


sanghiA 


et 


B, 


le 


côté 


c et II 



TTPE DU CALCUL (PREMIÈRE KBTUODe). 

Calcul de If ( tango = t ) • 

log« 0,4287591 

logé 0,0008764 

iog tango 0,4^78827 

•f = 6çi''3i'36'',59 
ç — 45''=24°3i'36'',59 
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Calcul des angles A ei B. 
tangj(A — B) = tang(f — 45'')cotjC, 



45°)-- 



logtan§(-ï.- 

logcotjC 

logtang-î(A — B).. 

H^-B) 

I(A + B) 



f, 7472440 
Il '44", 75 



0,4387691 
1,9911445 
0,0067003 

o,4a66o39 



A = 79°57'4o',94 
B = 3i''34'ii%44 
Cû/ra; (fe la .nirfiic- 



logt.. 



4'i8759i 
0008764 



— loga. 
logi... 



c— 3,67057 î = 1,3175 

Tïl'E DU CALCUL (deuxième MÉTHODE). 

On commence par calculer b dont le logaritlime 
donne-, on trouve b= i,ooaoao. 

Calcul de A. 
taDgA=. ■,. 



logocos 
«cosC. 



4287591 
3008167 
7395758 
5365075 
4655125 



logsinC 1,9911445 

— log(b — acosC). . . 0,3320687 

logtangA 0,7519723 

A=79°57'4o",95 
opère comme dans la première méthode ; 
besoin que d'un nouveau loearithine, 



Pour calculer 
seulement ici t 
celui de sin A. 

Résolution d'un triangle rectiligne dans Ici/uel on donne 

les trois côtés. 

89. Les formules du n° 70, qui déterminent les angles 

A, B, C par les côtés, ne sont pas calculables par logarithmes ; 
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mais celles du n" 74 que nous en avons déduites le sont et 
peuvent être employées pour le calcul des angles. On doit pré- 
férer les formules du troisième système, savoir : 



"'^l^-s/^^^' .-;B = V'^^^^) 



tang 
qui déterminent les : 



V 



(i' ~'](p~ ii) 



rip-') 

- A, - B, - C par leurs tangentes. 

REMiHQUE. — Pour que le problème soit possible, il faut et 
il suffit que chaque côté soit moindre que la somme des deux 
autres; si cette condition n'est pas remplie, l'une des diffé- 
rences p — a, p — b, p — c est négative, tandis que les deux 

autres sont positives : les valeurs de lang - A, . . . sont donc 
alors imaginaires. 

90, Exemple. — On donne 

«=goi"',224, è = 438'",265, c = 6i3'",57i, 
et l'on demande de calculer les 



^sA,B,C et la suj-fac 



p-^(a-hl>-^-e) 876,330 

p — a 175,306 

p — b 438, a65 

P—i: 262,959 

Calcul de l'angle A. 

V Ap-") 

lo^ip-li) 2, 6417368 

\og{p-c) 2,4198881 

— log(/) — a) 3,756ao32 

— log/j F,o57233a 

1,8750613 

log taug^A î, 9375306 

iA = 4o''53'36'',22 
A=8i''47'ia",44 



log/- 

lo§{p-a) 

log(/3-S) a, 641; 

io&{p-<:) 2,4198881 

Calcul de l'angle B. 

\Dg{p — a) 3,2437968 

hg{p^c) 2,4198881 

— \og(p--b) 3,3582632 

— log/ï 3,0572332 

î,o79i8i3 

logtangiB 1,5395906 

16 = 19° 6'23°,77 
B-^38°i2'47°,54 
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Calcul de l'angle C. 



CHAPITRE THOlSltJlE. 

Calcul de la surfaci 



,2437968 



^^pi^p-a)[p- 



-log(;î — c) 3,58oi: 

-logp 3,0572335 



i,64i7368|log{/.-o].. 



1,5228787 

log tangue ï, 7614393 



\og(p- 
log(/-- 



h)(p-'C). 
, . 2,9437668 



,6417368 
4igg83i 



Vérification : A H- B - 
Cas divers où les don 



lées ne sont, pas toutes des côtes 
des angles. 



91 . Le uombre des problèmes qu'on peut se proposer sur 
la résolution des triangles est indéfini, Hous présenterons ici 
quelques exemples. 

Problème I. — Résoudre un triangle, connaissant un 
angle C, le côté opposé c et la somme ou la différence des 
deux côtés a et h. 

L'une des formules (i) du n" 73, savoir : 

a~{-_b _ Cosi(A — Ti) a- ^ _ smi-(A — B) 



fait connaître immédiatement la demi- différence - {A^ — B); 
la demi-somme - ( A -l- B) étant connue, on connaîtra aussi A 

cl B ; on achèvera ensuite la solution au moyen de celle des 
deux formules précédentes qui n'a pas été employée et qui fera 
connaître a—b si a-';- h est donné, ou rt -!- 6 si c'est a—~b 
qui est donné. 

92. Problème II. — Résoudre un triangle, connaissant 
l'angle B, le côté adjacent a et la somme ou la différence 
des deux autres côtés. 
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En, désignant par ^p le périmètre a-\-b -y- c, on a (74) 



2 V P{P--'') 2 V P{P- 



d'où 

c ^ p~a C ■& p — b 
taiig -- tang — = — et tang — oot - = — ■ ■ 

Si la somme £ -H c est donnée, on connaît petp — a; si c'est 
la différence b — c gui est donnée, on connaît p — 5 et p — c: 
donc on pourra, dans l'un et l'autre cas, calculer l'angle C au 
moyen des formules précédentes. On aclièvera ensuite la solu- 
tion par la méthode du n° 83, ou plutôt par l'une quelconque 
des formules qu'on déduit des précédentes en permutant les 
lettres A et B, « et S. 

93 . Problème IU. — Résoudre un triangle, connaissant la 
surface s et les angles. 

On a (75) 

On calculera les côtés è et c par des formules analogues. 

94. Problème IV. — JRésoudre un triangle, connaissant lit 
périmètre et les angles. 

Des formules (3) et (4) du n" 74 on déduit 

cos -^ B cos i C = ^ JÏP^^II^') = £ «ia -i A, 

2 2 a V Ac ti 2 ' 



formule qui servira pour calculer a. 

9S. Problème V. — Résoudre un triangle, connaissant le 
rayon r du cercle inscrit et les angles. 
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On déduit facilement des formules précédemment données 



on calculera p~a, p — h, p — c par ces formules, et l'on en 
déduira ensuite les côLés a, b, c. 

96. Problème Yl. — liésoudro un triangle connaissant 
l'angle C et les sommes c ~h a, c -h b obtenues en ajoutant 
le côté opposé c à chacun des deux autres côtés. 

Nous supposerons c + M^c-i-&. Les formules (i) du 
n" 73 donnent 





((« + «)-!-(<'+») ' 


osi(A — ]ï)H-2s!niC 


(■) 


j (o-K.)-(o + S)_! 
oni(A-B) ( 


aillée ' 
mi(A~B) 


d'où 






()sf{A — B) + 2siii|C 



Cette formule (2) ne renferme que la seule inconnue 

-(A — B), et l'on pourra la déterminer par le procédé du 

n" 60, en calculant un angle auxiliaire y compris entre zéro 
et 90 degrés, au moyen de la formule 

(3) «,»r, = fc±i^j.;i-+-'-j "■;'=■ 

Or, si l'on considère le triangle formé par les côtés c ^- û, 
c-\~b e\. l'angle compris C, que l'on désigne par A' l'angle op- 
posé au côté c -î- o, dans ce triangle, et par B' l'angle qui est 

opposé au côté c-h è,la demi-différence ~ ( A' — B') sera pré- 
cisément égale à l'angle auxiliaire ç, d'après la formule (2) du 
n" 73: on aura donc 
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d'où 

(4) &:=ç)0-—~C-h<f, B' = 9o°— -c — ?. 
Cela posé, l'équation (2) peut s'écrire comme il suit : 

sini(A^-P) ^si»i(A'^-BO, 

si l'on cliasse les dénominateurs, on trouvera simpleinciîl 

(5) sin^ = 3,s;niCsiR^(A'-B'}, 

en posant, pour abroger, 

A — B A' — B' _ 

on a d'ailleurs 

A-4- B _ ^i±]^ _ 

et l'on conclut des deux équations précédentes 

(6) A = A' -I- .^, B = B' — .r. 

On calculera l'angle jc par la formule (5), après quoi les for- 
mules (6) donneront A etB, puisque A' et Ksont connus. 

Pour calcider c, on fera usage de la deuxième équation { i ) , 
qui donne 

[( . + .)-(.-,-^)]co.lC 
l" ■- ,i„(, + x) 

et 1 on aura enfin a et Ô par les formules 

(8) « = {. + «)_., » = (, + *)-,. 

Le triangle auxiliaire dont nous avons fait usage est tou- 
jours possible, quelles que soient les données c -f- «, c-hb, C ; 
il en résulte que l'équation (5) donnera toujours des valeurs 
réelles de œ-^ car on peut la mettre sous la forme 

(9) sin,r — sinA'— sinB', 

et l'on voit que son second membre est compris entre zéro et i . 
Cette équation a une racine x comprise entre zéro et 90 degrés ; 
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c'est la seule racine qui puisse convenir à iioLre problème, car 
B' étant un angle aigu, à cause de A'^B', la valeur de B 
fournie par la deuxième équation (6) ne peut être positive 
que si x est inférieur à 90 degrés. Mais on voit de plus que le 
problème proposé n'est possible que si la valeur de x com- 
prise entre zéro et 90 degrés est inférieure à B', condition que 
nous pouvons exprimer par l'inégalité sin:c <; sinB', ou, à 
cause de l'équation. (9), par 

sinA'<23inB', 
et cette dernière inégalité équivaut elle-même à la suivante : 

(.-■ + .)<=(.+*). 

Telle est la condition nécessaire pour que le problème soit 
possible; je dis d' ailleurs qu'elle est suffisante. En efiet, siello 
est satisfaite, les valeurs de A et de B seront positives; de plus, 
leur somme sera inférieure à 180 degrés; la valeur de c tirée 
de l'équation [y) sera elle-même positive, et il est évident 
que ces valeurs rendront les équations (i) identiques. Cela 
posé, supposons que l'on demande de résoudre un triangle 
avec les éléments A, B, c que nous venons de calculer; ce 
problème est toujours possible, et, pour le résoudre, on peut 
évidemment faire usage des équations (i), desquelles on tirera 
nécessairement les valeurs données c + rt, c 4- â. 

Remauqoe. — Si l'on a c -\- a = c + h^les angles tf et .r se 
réduisent à zéro; on a A = B = A'^ B'. Dans ce cas, la for- 
mule ( 7) ne peut plus servir pour le calcul de c ; il faut alors 
recourir à la première des équations (i), qui donue 

d'où 

■o — a sin^C— -;-_tang(|C — tS") 









■a donné par cette formule ; on en déduira ensuite a 
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Du quadrilatère inscriptible. 



97. Nous croyons devoir encore indiquer ici coininenl on 
peut calculer les angles, l'aire et les diagonales d'un quadrila- 
tère inscriptible, quand on connaît les quatre côtés. 

Soit ABGD {Jig. 19) un quadrilatère inscrit, dont nous re-r 




présenterons les côtés AB,BC, CD, DApar«, i, c, rf, les diago- 
nales AC et BD par x et y, l'aire par j, le rayon du cercle cir- 
conscrit par R, et les angles par les lettres qui marquent leurs 
sommets. 

Les angles B et D étant supplémentaires, leurs cosinus 
sont égaux et de signes contraires ; on a, par les triangles ABC 
et ÂCD, 

i ,r' —= a' -'.- fi' — 2 n& cosB, 
'^' (a:= = c' -hrf=-t-ac,/cosB, 

et l'on tire de ces équations, en éliminant ic. 

Celte formule n'est pas calculable par logarithmes, mais on 
peut en déduire une qui le soit. On a 

. I 1 — cosB I i-hcosB 
sin'-B = , (;oa'-B= — ; 



1 remplaçant cosB par sa valeur, il vient 
,i ic-^dY — {a~by _ (-a-^-b-^c-\~d)(a~h^-,:+d ) 

" 2 ^{ah-^cd) ~ 4{ab-i-cd) '' 

i-bY- (c -df _ {a + b~c-\-d){a + b-^c-d) 
/^[ab + cd] 
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Désignons par ip le périmètre « + & ^- c -i- <?) on aura 
t H- è + c — d = 2{p — d),. , . et, par suite, 



En divisant ces formules (3) l'une par l'autre, ou oLtient la 






qui est calculable par logarithmes. On aura de même, pour 
calculer l'angle A, 



Les angles du quadrilatère étant connus, on aura les diago- 
nales par l'une des méthodes du n° 87. Quant à la surface j, 
elle est la somme des surfaces des triangles ABC et ADC ; on 
a donc (n" 75) 

,ï= -{ah-\-cd)smB; 

on a d'ailleurs, en multipliant les équations (3) l'une par 



^/{j> -a){p-/>)(p-.cj{f-d) _ 



(6) . = ^(p - a) (p ^b){p~c){p^ d). 

Si l'on suppose que le côté d se réduit à zéro, cette formule 
donne celle qui exprime l'aire du triangle en fonction des 
trois côtés. 

Si l'on veut calculer directement les diagonales x etjj'-, on 
portera dans l'une des équations (t) la valeur de cosB tirée de 
l'équation {2) ; il vient alors 



cd(a^-hb^)-r^^b{c 


,'+d') 


ah -1- cd 




{ac + M) [ad 4 


-fc). 


ab + cd 


' 
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t de même 



(8) 



j'' = 



[ ac+ld)(a b^cd)_ 



ad-\ 



mais Cfis formules {7) et (8) ne sont pas calculables par loga- 
rithmes. 

En multipliant et en divisant les équations (7) et (8) l'une 
par l'autre, on a 

, , ^ , .x ad+ bc 

(s) xj = „.+ K - = ;;j^p^. 

formules qui expriment deux théorèmes connus de Géométrie. 
On peut enfin exprimer le rayon E. du cercle circonscrit en 
fonction des quatre côtés. On a, en effet (n" 76), 



_ \j (/ic ■+- bd ){ab -i-"cd) (ad + bc) 
^' ^^UiP-'^ ){P^Ï){P - c) (/. -ri) * 

Opérations sur le terrain. 

98. TniAKGtiLATioK. — Lorsqu'on veut exécuter avec quel- 
que précision le plan d'un terrain, d'une ville, etc., il est in- 
dispensable d'appuyer le lewé sur une triangulation calculée. 
On nomme ainsi l'opération par laquelle on détermine les 
valeurs de tous les éléments d'une suite ou d'un réseau de 
triangles juxtaposés et rattachant les uns aux autres des points 
choisis à volonté sur le terrain. Toutefois, lorsque le terrain 
n'est pas parfaitement liorizontal, ce qui est le cas le plus or- 
dinaire, il faut imaginer que le i-éseau soit projeté sur un plan 
horizontal situé au-dessous ; ce sont les éléments de cette pro- 
jection, ou, comme l'on dit, du réseau réduit à l'horizon, 
qu'il est important de connaître et que l'on détermine. 

Tous les angles des triangles sont mesurés par le moyen 
d'un instrument, le graphomètre, ou mieux le théodolite, 
qui donne les angles tout réduits à l'horizon. Mais une seule 
ligne est mesurée directement à l'aide de la chaîne d'arpen- 
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teur ou d'un appareil de règles; on la nomme la base. Les 

autres eôLés des triangles sont déterminés par le calcul. 

Il est très-important de choisir avec discernement les points 
qui doivent former le réseau trigon orné tri que, afin de n'avoir 
que des triangles avantageux, c'est-à-dire des triangles dont 
aucun angle ne soit trop aigu. Il est aisé de voir, en effet, 
qu'un point est mal déterminé quand il est donné par l'inter- 
section de deux droites faisant entre elles un très-petit angle, 
en ce sens que la plus légère erreur sur la valeur de l'angle 
peut produire une erreur considérable relativement à la situa- 
tion du point. Voici la marche généralement adoptée pour 
tria n gui er. 

Après avoir étudié le terrain qu'on se propose de lever, on 
choisit un point central O [fig- 20) qui puisse être aperçu de 




loin, comme la pointe d'un clocher, ou un signal placé sur un 
bâtiment élevé, ou même un simple jalon muni d'un signal, si 
le terrain est découvert. On choisit ensuite, en deçà des limites 
du levé, cinq ou six points ou plus, A,B,C, D,E, F, desquels 
on puisse voir le point 0, et tels, que les triangles ABO, 
BGO,... soient avantageux. Il importe aussi que l'un des 
côtés du polygone ABCDEF, AB par exemple, puisse être me- 
suré directement et pris pour la base. » 

Le côté AB du polygone étant connu et les sommets ayant 
été marqués à raided'unepercheoud'unsignalquelconque, 
on stationne successivement en chacun de ces sommets. Au 
point A on mesure les angles OAF et 0A15, au point B les 
angles OBA et OBC, . . . , enfin au dernier sommet F les angles 
OFE et OFA. De ces mesures on conclut facilement chacun 
des angles en 0, qu'il est alors inutile de mesurer directement, 
pourvu que les angles observés aient été déterminés avec une 
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exactitude suffisante. On s'assurera de cette exactitude en ad- 
dîtîounaut tous les angles observés et en comparant la somme 
avec celle des angles du polygone qui est connue d'avance. 
(Si le polygone a six côtés, comme celui de la figure, la somme 
des angles est 180" X 4 ou 720 degrés.) La différence entre 
les deux sommes, divisée par le double du nombre des côtés 
du polygone, sera l'erreur moyenne des observations. Lorsque 
cette erreur moyenne surpasse celle qu'on doit attendre de 
l'instrument employé, il faut recommencer l'opération; dans 
le cas contraire, on peut considérer les observations comme 
exactes et se dispenser de la mesure directe des angles en O ; 
mais alors on corrige les angles observés en augmentant ou 
en diminuant chacun d'eux de l'erreur moyenne dont nous 
venons de parler. 

Les mesures une fois prises et corrigées comme il vient 
d'être dit, il reste à faire le calcul des triangles. Le premier 
triangle ABO, dans lequel on connaît le côté AB et les angles, 
fera connaître les côtés AO et BO {premier cas des triangles 
obliquangles); le deuxième triangle BCO, où l'on connaît 
maintenant le côlé 08 et les angles, fera connaître BC et CO; 
le troisième CD et DO, . . . , enfin le dernier FÂ et AO. Ici 
on a un moyen de vérification des opérations ; car la valeur du 
côté AO, fournie par le dernier li'iangle, doit être la même 
que celle qui est donnée par le premier. 

Ce premier réseau de triangles constitue ce que l'on nomme 
le canevas principal. Tous ses côtés peuvent servir à leur tour 
de bases pour relever d'autres points, et, conmie ils rayonnent 
dans des directions diverses, on pourra toujours s'arranger de 
manière à n'avoir que des triangles avantageux. Ainsi on re- 
lèvera les points G et H en les rattachant au côté AB, et en 
mesurant simplement les angles en A et en B des triangles ABG 
et ABH; on calculera ensuite les côtés de ces triangles. Pareil- 
lement, on relèvera les points I el J en les rattachant au côté 
CD du polygone principal, et le point R en le rattachant au 
côté ED. Enfin les côtés de ces triangles secondaires étant con- 
nus, on peut les prendre eux-mêmes pour hases ; par exemple, 
on peut relever le point L en le rattachant au côté EK. 
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Si la nature du terrain ne permettait pas de prendre pour 
base l'un des côtés du polygone principal, on mesurerait 
quelque part une base qui pût être rattachée à l'un de ces 
côtés, AB par exemple, par un ou deux triangles au plus. Le 
calcul de ces triangles ferait connaître AB, et l'on continue- 
rait l'opération comme si le côté AB avait été mesuré direc- 
tement. 

Souvent on prend pour polygone principal un simple trian- 
gle, et, pour la base, l'un des côtés de ce triangle. Dans ce 
cas, on mesure les trois angles directement; si la somme des 
angles observés dilTère de 180 degrés, on prend le tiers de la 
différence entre cette somme et 180 degrés ; c'est l'erreur 
moyenne des trois observations. Si cette erreur moyenne est 
admissible, on corrige les angles observés comme il a été dit 
plus haut, puis on résout le triangle. Les trois côtés une fois 
connus, on relève tous les points que l'on veut connaître en 
les rattachant à l'un des côtés de ce triangle. 

Nous allons traiter, en terminant, quelques questions qui 
se présentent fréquemment dans l'arpentage et dans le levé des 
plans. Dans toutes ces questions, les données sont une base 
qu'on peut mesurer avec la chaîne, et des angles pour la mesure 
desquels on peut employer un simple graphomètre. 

Problèmes de Trigonométrie pratique. 

99. PuoBLisMB I. — Trouver la hauteur d'une tour dont le 
pied est accessible et dont la base est sur un terrain à peu 
près horizontal. 

Soient [Jig. ai) S Je sommet de la tour et SA sa hauteur. On 
emploiera un graphomètre que l'on disposera en un lieu dont 
la distance à la tour ne soit ni trop grande ni trop petite par 
rapport à sa hauteur. On placera le limbe verticalement, de 
manière que son plan passe par le sommet de la tour et que 
son diamètre soit horizontal. On fera tourner X'alidade jus- 
qu'à ce qu'on aperçoive, sur le milieu du fil de ses pinnules ou 
de sa lunette, le sommet S de la tour, et l'on évaluera l'arc ab 
du limbe compris entre le diamètre horizontal et l'alidade ; ce 
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sera l'angle C du triangle rectangle SCD. On prendra ensuite 
sur le terrain, à l'aide d'un fil à plomb, la projection B du 




centre de l'instrument ; à partir de ce point B on tracera un 
alignement dans la direction du diamètre C«, et l'on mesu- 
rera avec la chaîne la distance horizontale BA comptée dans 
cette direction, depuis le point B jusqu'à la tour. Comme 
CD = BA, on connaîtra, dans le triangle rectangle SCD, le 
côté CD et l'angle aigu SCD; on pourra donc calculer SD, et 
en ajoutant AD ou BC, qui est la hauteur du graphomètre, on 
aura la hauteur chcrche'e. 

100. Problème II. — Trouver la hauteur d'une tour dont 
le pied est inaccessible, mais dont la base est sur un terrain 
à peu près horizontal. 

Soit (Jig. 22) AS la hauteur de la tour du pied de laquelle on ne 




peut approcher. On placera le graphomèîre en un certain lieu B 
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et, comme dans le problème précèdent, on disposera le limbe 
verticalement, de manière que son diamètre soit horizontal et 
que son plan passe par le sommet S. On dirigera l'alidade de 
l'instrument vers le sommet S, et l'on évaluera l'angle SCD. , 
On tracera ensuite un alignement BB' dans la direction du 
diamètre lioriKontal Ca et l'on transportera le graphomètre 
parallèlement à lui-même, de manière que son centre se trouve 
projeté en B'; alors on dirigera de nouveau l'alidade de l'in- 
strument vers le point S, et l'on évaluera l'angle SC'D. Enlin 
on mesurera avec la chaîne la ligne BB'= CC. 
Ces mesures prises, lo triangle SCC donne 

se _ sinSC'D BB'sinSC'D _ 

lïB'~5iii(SC'D — SGD)' °" sm(SG'D — SCD)' 

le triangle reclangle SCD dofjne aussi 

SD = SGsinSCD; 

donc 

„„ BB'siiiSCDsînSC'D 



sin(SG'D — SCDJ 

On calculera SD par la formule 

iogSB = 10^66'-+- logsinSCD -4- logSC'D — log sin (SC'D ~ SCD ), 

et, en ajoutant ensuite au résultat la hauteur du grapliomètrc, 
on aura la liauteur demandée. 

101. PiiODLÈME III. — Trouver la hauteur d'une mon- 
tagne. 

Soit SU [Jig. 23) la hauteur qu'il Caut mesurer. On prendra 
deux stations A et B, dont l'une A soit à peu près dans le plan 
horizontal du pied de la hauteur SII, et telles qu'on puisse me- 
surer aisément avec la chaîne la distance effective des points 
A et B. Ou placera le graphomètre à la première station, de 
manière que le centre du limbe soit en un point C de la ver- 
ticale du point A, et l'on plantera en B un jalon muni d'un 
signal D ; on amènera le plan du limbe à passer par le point S 
et par le signal D; on mesurera alors l'angle SCD en dirigeant 
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successivement l'alidade vers le poiut S et vers le signal D; 
puis, sans déplacer le pied de l'instrument, on placera le limbo 




verticalement, de manière que son diametie soit borisoiital 
et que son plan paase toujours par le point S, on dirigera 
l'alidade veis le point S, et 1 ou évaluera I angle SCK qu'elle 
forme avec le diamctie du limbi Enfin on transportera l'in- 
strument à la seconde station, de manière que son centra 
occupe le point D projeté en B, et l'on plantera au point A la 
jalon qui était en B, puis, en opérant comme précédemment, 
on mesurera l'auglo SDC. 

La base ÂB •■= CD ayant été mesurée avec la cbaine, comme 
il a été dit plus liaut, on connaîtra le côté CD et les angles du 
triangle SCD : ce triangle donne 

_ AB sinSDG 
^^- sinCSD ' 

puis le triangle rectangle CSK donne 



donc 



K. = SCsinSCK; 

_ A BsinSDC sinSCK 
sinCSB 



logSK = logAB -I- logsinSDC + log sinSCK — logsÎQCSD,' 

On calculera SK par cette formule, et, en ajoutant ensuite au 
résultat obtenu la hauteur AC — KH du grapliomètre, on aura 
la hauteur clxercbée. 
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102. pROBtiaiE IV. — 'Ti-ouvei- la distance d'un point à 
un point inaccessible. 

Soient C {fig- 24} le point où l'observateur peut stationner, 
A le point inaccessible et AC la distance demaudéc. 




On mesurera, avec la diaSne, une base CD quelconqnc, » 
partir du point C ; on mesurera ensuite avec le grapbomètre 
les angles ÂCD et ABC, desquels on déduira la valeur de 
l'angle CAD; enfin on calculera le côté AC par la formule 



103. PitOBlÈME V. — Trouwei- la distance de deux points 
inaccessibles. 

Soient A et B {Jîg. 24) les deux points inaccessibles dont 
on veut déterminer la distance. 

On mesurera, avec la cbaine, une base CD sur la portion du 
terrain où l'on peut stationner; on mesurera ensuite avec le 
grapbomètre les cinq angles BDG, ADC, ACD, BCD et ACB. 
Alors, dans les triangles ACD et BCD, où l'on connaîtra le 
côté CD et les angles, on pourra calculer les côtés ÂC et BG. 
Cela fait, on connaîtra, dans le triangle ACB, l'angle C et les 
deux côtés qui le comprennent ; on pourra donc calcider le 
côté AB, et la question sera résolue. 
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Voici le moyen le plus simple de diriger le calcul. Nous 
désignerons, comme à l'ordinaire, par A, B, C les angles du 
triangle ABC, et par «, h, c les côtés respectivement opposés ; 
nous ferons de plus CD ^^ d. Les triangles BCD et ACD don- 
nent respectivement 



mCBD 



logû = !og(? ■+- !og siuBDC — log sinCBD, 
logé = \ogd + log sinADC — logsmCAD. 

Si maintenant qj désigne un angle auxiliaire, tel guo 

le triangle ABC donnera (87) 

tang — (A — B) = tang(ç — 4^")cot-C. 

L'angle ç se calculera d'abord par la formule 

logtaugf = ]og« — logé, 
ou 

( !ogiangç = logslnBDC -h logshiCAD 
^^' \ — JogsinCBD — logsinADC, 

puis on aiu-a ensuite l'angle - (A — ^ B) par la formule 

(2) log tang- (A — B) =logtang{? — 45°) -4-logcot- C. 

Connaissant A — B et Ah-B, on pourra calculer l'angle A, 
et l'on aura enfin la distance cliercliée au moyen de la for- 
mide 

_asmG 

d'où l'on déduit 

i logc^logrf + IogsinBDC — logsinCBD 
I -hlogsinC — logsinA. 
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RemArqtje. — Il est nécessaire, comme nous l'avons dit, de 
mesurer directement l'angle ACB ; car cet angle n'est égal à la 
différence des angles ACD et BCD que dans le cas très-parti- 
culier où les quatre points A, B, C, D sont dans un même 

pk„. 

104. Problème VÏ. — Par un point accessihle sur un ter- 
rain uni, tracer une droite parallèle à une droite inaccessible. 

Soient (Jig. 25) C le point accessible et AB la droite inac- 
cessible ; on opérera comme dans le problème précédent, pour 




calculer l'angle CAB. Cet angle étant connu, on disposera un 
grapbomètre en C, de manière que le diamètre du limbe soit 
dirigé vers CA, et l'on fera mouvoir l'alidade jusqu'à ce que 
l'arc du limbe, compté à partir du diamètre, soit égal au sup- 
plément de l'angle CAB; cnGn on tracera un alignement, avec 
des jalons, dans la direction de l'alidade, et l'on aura la ligne 
demandée CE. 

103. Problème VII. — Prolonger une ligne sur le terrain 
au delà d'un obstacle (jui empêche devoir la direction de 
cette ligne. 

Soit {Jig. afî) AB la droite dont il s'agit de tracer le prolon- 
gement au delà de l'obstacle O. On mesurera, avec la chaiae, 
la longueur AB ; on prendra ensuite une station E, qu'on puisse 
apercevoir des points A et B, et de laquelle on puisse voir le 
terrain où doit se trouver le prolongement de AB. Des points 
A et B on mesurera les angles A et B du triangle ABE, et l'oa 
calculera le côté AE; à partir du point E, on tracera un ali- 
gnement EF dirigé vers la partie du terrain qui est au delà de 
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l'obstacle O. On mesureia 1 anqle AEF, et, si C désigne le 
point de rencontre de l'alignement Et avec AB prolongée, on 



-^i^ 



connaîtra, dans le triangle ACE, le côté AE et les angles t on 
pourra donc calculer EG et l'on aura ensuite, avec la chaine, 
le point C sur le terrain; puis, traçant un alignement CD qui 

fasse avec EC un angle égal au supplément de ACE, on aura 
le prolongement cherclié. 

Si la droite AB était inaccessible, on se servirait d'une baso 
auxiliaire meii>ée parle point E, pour mesurer les éléments du 
triangle ABE, comme dans le problème V. 

106. PitoBLÈMB VIII. — Trois points A^B, C (Jig. :iy)étani 
situés sur un terrain uni et rapportés sur une carte, déter- 
miner sur cette carte le point M, d'où les distances AB et BC 
ont été vues sous des angles et et S que l'on a mesurés. 
Fig. 27. 




Le point M est à l'intcrseetion des segments capables des 
angles a et ë, construits sur AB et BC respectivement; mais il 
s'agit ici de rattaclier ce point par des éléments calculés aux 
points donnes A, B, C. 
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Soient AB:=a, EC = è, et prenons pour inconnues les 
angles MAB.= x et MCB=^. Les triangles ÂMB et CMB 
donnent 







BM=-T— ) BM==-^ 


d'où 


: 


sin^ hsiaf sin^ __ h 


Soit ® m 


lan 


gle auxiliaire, tel que 


on aura 




sin.r 


d'où 




sinj;~siiir tangf~f 


ou(i8) 






îangj 


(x^ 


-j) u,ngç~tan^45" _j 



On a d'ailleurs, en désignant par » l'angle ABC, 

donc 

taHg^(:c — j) = tang(Y— 45")tangf 180°— 1-^1— _-J?j. 

Au moyen de cette formule, on calculera l'angle- [x — y) et, 
comme- (ar-f-^) est connUj on connaîtra aussi les angles ;ï: 
et_;f' qui déterminent la position du point M. 

Remarque, — Si l'un des factcm-s de l'expression de 
tang ~ (:r — y) est nul sans que l'autre soit infini, les angles x 
et j sont égaux entre eux. Mais si le second facteur est infini, 
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le premier est nul et la valeur de tang- {x — j) se pre'sentc 
sous la forme-- On peut vérifier que, dansce cas, le problème 
est eifectivcmcnl indéterminé. En eireL, pour que le f'actour 

soit infini, il faut que l'on ait 

ce qui est la condition pour que le quadrilatère ABCM soit 
inscriptible; par conséquent, dans le cas que nous considé- 
rons, les deux segments capables des angles « et ê, dont l'in- 
tersection détermine le point M, coïncident. Alors le facteur 

tana (» — 45°) est nul; en effet, on a tans 9 = *^-;, ; ~. — i 
mais -:— g et -: — sont les diamètres des cercles circonscrits 

aux triangles ABM et BCM (T6), et, puisque ces deux 
cercles coïncident, on a tangos =;i; par suite (f= 4^° ei 
lang(cj-— 45") = o. 

QUIïSTIONS PROPOS ÉES. 

I. Quel doit être le rayon d'un cercle, pour que la différence entre un 
arc de 10 métros et sa corde soil plus petite que i millimètre? 

II. Résoudre un triangle, connaissant la base, la hauteur et' la diffé- 
rence des angles à la base. 

m. Résoudre un triangle, connaissant les trois hauteurs. 

IV. Résoudre un triangle, connaissant les rayons des cercles csinscrits. 

V. Calculer l'aire d'un trapèze dont on connaît les quatre côtés. 

VI. Construire un triangle équilatéral dont les sommets reposent sur 
trois circonférences concentriques, ou sur trois droites parallèles situées 
ou non dans un même plan, 

VII. Par un point 0, pris sur le prolongement du diamètre AB d'un 
cercle ayant C pour centre, on mène une sécante OJrlM', et l'on deniande 
de démontrer que le produit tang-MCO.tang-M'CO est constant, quelle 
que soit la sécante menée par 0. 
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VIII. Quatre droites OP, OA, OQ, OB, issues d'un même [loitit, sont 
coupées par une sécante PAQB ; démontrer que le rapport -^ ; j^ a une 
valeur constante. 

IX. Quatre plans OP, OA, OQ, OB, menés par une même droite 0, sont 
rencontréspar une sécants PAQB; démontrer que le rapport tjïï^ttïï a- une 
valeur constante. 

X. Trouver les surfaces des polygones réguliers de n côtes, inscrit et 
circonscrit au cercle de rayon /■ on fonction de n et r. Déduire de là les 
relations connues entre les surfaces des polygones réguliers inscrit et 
circonscrit de n et de an côtés. 

XI. Si îe triangle ABC est rectangle en A (voir la figure du n" 68), et 
que l'on abaisse la perpendiculaire AD sur îe côté EC, on a, comme on 

sait, -^z:^ = 7^- On demande si cotte relation peut subsister quand 

AC ^^ 
l'angle A n'est pas droit . 

XII. Démontrer que, si les bissectrices de deux angles d'un triangle sont 
égales entre oilos, ces deu.i angles sont ous-mémes égaux. 
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CHAPITRE IV. 

TRIGONOMÉTRIE SPHÉRIQUE. 



Objet de la Trigonométrie sphéritfue. 

i07. La Trigonométrie sphériijue a pour objet la résolution 
des triangles spkériques. 

Les côtés des triangles spliérîques sont généralement éva- 
lués, de même que les angles, en degrés, minutes et secondes ; 
mais, quand on connaît le nombre des degrés contenus dans 
l'un des côtés, on trouve facilement, si l'on en a besoin (4S) le 
rapport de ce côté au rayon de la spbère. 

Kous ne considérerons que les triangles spliériqucs dont les 
côtés sont moindres que i8o degrés, en sorte que, si ABC est 
un triangle sptérique tracé sur une sphère dont le centre estO, 
en joignant ce point O aux trois sommets, on formera un 
angle trièdre dont les angles plans et les angles dièdres seront 
respectivement égaux aux côtés et aux angles du triangle splié- 
riqué. 

Nous désignerons toujours par A, B, C les angles d'un 
triangle, et par a, 5, c les côtés respectivement opposés. 

Relations entre les angles et les côtés d'un triangle 
sphérique. 
'108, Relations ehtpe les tuois côtés ëï iîh amgle. — Soit 




ABC {fig. 28) UM triangle spliérique tracé aur une spbère 
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quelconcjue dont le centre est en 0, et dont nous prendrons le 
rayon pour unité ; nous supposerons que les côtés è et c soient 
moindres chacun que go degréa. Joignons le centre O aux 
trois sommets, et menons aux arcs AB, AC les tangentes AD, 
AE, qui rencontrent en D et E respectivement les rayoïis OB 
et OC prolongés. On a 

AD^îangc, OD=sëcc, AE---tang&, OE = sccfi, 
cl 

DAE:=A, D0E = <7. 

Cela pose, les triangles rectilîgnes DAE etDOE donnent 

bE-:-T=ADVÂË"'— aAD.AEcosDAE, 
de' — Ôd'-:-OE ''"-?, OD.OEcosDOE; 

en égalant entre elles ces deux valeurs de DE , il vient 

2.0D.OEtosDOE = {ou'— AD°)-I- (oe'—Ae") 
-i- sAD.AEcûsDAE, 

Sëc& sotccosïï = 1 -i- tangÈ tangc cosA, 

ou eniîn, en multipliant de part et d'autre par cosS cost, 

cos« :=; cos&cosc -!- sin^ sinccosA. 

Telle est !a relation qui existe entre l'angle A et les trois côtés. 

109. Nous avons supposé les côtés £ et c inférieurs à 90 de- 
grés, mais la formule que 11 



s avons obtenue est générale. 
En elïet, supposons d'abord c ^ 90", mais è <] 90", et pro- 



"> 



longeons les arcs de grandcercle AB et EC {Jîg. ag) jusqu'à îei 
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rencontre en B' ; si l'on fait AB'^ c', CB'^= a', le triangle A B'C 
donnera 

car les côtés (/ et b sont moindres que go degrés. Remplaçant 
a', c* et E'AG par leurs valeurs 180" — a, 180" — c, 180" — A, 
et cliangeaiit les signes des deux membres, on a 



ce qui est la formule obtenue au n" lOS. 

Supposons maintenant è^go", c'^go", et prolongeons 



les côtés ÂB et AC (Jîg- 3o) jusqu'à leur rencontre en A'; si 
l'on fait A'C = &'■, A'B =^ c', le triangle A'BG donnera 

cos« = cos&'cosc' + sin 6' siik/ cos A', 
et, en remplaçant b\ </ et A' par leurs valeurs tSo" — ù, 
I So° — c, A, on retrouve la formule 



Enfin, comme celle-ci a lieu, quelque petits que soient les 
compléments de b et de c, à 90 degrés, on peut en conclure 
qu'elle subsiste encore à la limite, lorsque l'un des côtés b et c, 
ou tous deux, deviennent égaux à go degrés. 

De la formule qu'on vient d'établir on déduit deux autres 
formules semblaLlos par de simples cliangemeiits de lettres. 
On a ainsi les trois équations 

1 eos« = cosA cosc -h sinS sine cosA, 
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(jii'on doit regarder comme les formules fondamentales de la 
Trigonométrie spliérique. Il ne saurait exister, en effet, esiLre 
les éléments d'un triangle une relation distincte des précé- 
dentes 5 car, autrement, en éliminant les angles A, B, C à 
l'aide des formules (i), on obtiendrait une relation non iden- 
tique entre les trois côtés, ce qui est absurde. Mais on peut 
des relations (i) déduire plusieurs autres formules qu'il est 
indispensable de connaître, et que nous allons établir. 

110. Reiatioms ebtre heux côtés ex les angles opposés. 
— Pour avoir une relation entre les côtés «, h et les angles 

A, B, il suffit d'éliminer c entre les deux premières des équa- 
tions (i); cette élimination se fait d'une manière très-simple, 
en introduisant dans les équations (i) les sinus des angles A, 

B, C à la place des cosinus. 

La première des équations (i) donne 






(l-C 


■os'è)(i- 


- C03'c) - 


- (cos« — c 


;os^>msc)' 






sin'Èsi 


n=<.- 




1-C< 


.s'«-« 


.s'6-cos' 


'. + ^cos« 


00s A cosc 



et, par conséquent, 



Cette valeur de ■ . -^ ■■ ne change pas quand on permute les 
lettres a, i, c; il en résulte que les équations {1) donneront 
la même valeur pour . — -r et pour . ^ ; par conséquent l'é- 
limination que nous avons en vue se fait d'elle-même. Enfin, 
comme les angles et les côtés d'un triangle sont moindres 
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que i8o degrcs, leurs sinus sont positifs, et l'on a 



M 



formule qui exprime que, dans tout triangle sp'héri<]ue, les 
sinus des angles sont proportionnels auœ sinus des côtés 
opposes. 

ÎH. Relations entue cihq élé-weïïts. — On obtient des 
relations très-utiles entre cinq eléinents en prenant la valeur 
du cosinus par rapport auquel est résolue l'une quelconcjue 
des équations (i), et en substituant cette valeur dans les deux 
autres équations. Par exemple, si l'on porte, dans la première 
des formules (i), 1^ valeur de cosc tirée de la troisième, il 
vient 

coS(ï=zrcos<Tcos'& + siD « sîtt 6 cos i cosG -I- siu&sincOTaA; 

faisant passer dans le premier membre le premier et Se 
deuxième terme du second membre, remplaçant i — cos^i 
par sîa' & et divisant ensuite par sin 5, il vient 

et l'on oId tient cinq autres formules semblables par des permu- 
tations de lettres, de sorte qu'on a le système suivant : 

I cosÈsinii— sTnÈcosflcosC = ànecosB, 
osôsidc — siii6cosccosA:= sinjicosB, 
os c sin 6 — sin c cos 6 cos A = slna cosC, 
ose sin^ — sine cosffi cosB = sin b cosC, 



(3) 



Ces six relations sont liomogènes par rapport à sina, sine, 
sine; on peut donc remplacer ces sinus par les sinus propor- 
tionnels sin.A, sinB, sinC, et l'on obtient ainsi les six nou- 
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lies suivantes 






cosa sinB ~ « 


sècosGsinA- 


cosA sin G 


cosésmA— et 


«acosCsiiiBr: 


cosBsinC, 


cos&sinC — C£ 


sccosAsinB^i- 


cosB sinÂ 


cosc siiiB— ce 


sScosAsinC :::-- 


cosC siiiA, 


caacsmA— co 


SflCosBsinC=. 


cosCsinB, 


coSiîsiaC— c 


se cosBsmA--- 


cosAsiuB. 



H2. Relatioïss entbe deux côtés, l'anc 
CES c&TÉs ET l'angle OPPOSÉ A l'vs d'ëtjx, — On obtiendra 
l'une des relations dont il s'agit en prenant deux des équa- 
tions (i) et en éliminant entre elles le côté opposé à l'un des 
angles qui y figurent; mais, comme ces deux équalions renfer- 
ment à la fois le cosinus et le sinus du côté en question, on 
simplifie le calcul, en faisant usage des formules (2) qui per- 
mettent d'éliminer successivement le cosinus et le sinus. 

La première partie de cette élimination a été effectuée au 
11" m, et, pour obtenir les relations cherchées, il ne reste plus 
qu'à éliminer le sinus qui figure dans le second membre de 
chacune des équations (3) au moyen de celle des formules (2) 
qui ne contient que les mêmes éléments. Par exemple, si l'on 
divise la première équation (3) par 



îl vient 

cot«sini — cos6 cosG^ cotAsinG; 

c'est l'une des équations cherchées, et l'on peut en déduire les 
cinq autres par des permutations de lettres. On a ainsi le sys- 
tème 

ib — cotAsinG — cos& cosC, 
a — cotB sinG = cosocosG, 
ic — colB sinA=~ cosc cosA, 
b — cotCsinA -r cos6 cosA, 
a ^- cotG sinB --- cosacosB, 
c — cot A sinB := cos c cosB. 



(5) 
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113. Relations ehtke un côté et les thoss i 
On obtiendrait une relation entre a, A, B, C en éHniinant 
b et c entre les formules fondamentales (i); mais on arrive 
beaucoup plus facilement au même résultat en faisant usage 
des formules (4)- Ainsi, en éliminant eos Centre le s deux pre- 
mières équations (4)) on trouve la formule 

cosA =: — cosB cosC ^- sinB sinC coscj; 

on en déduit deux autres formules semblables par la permu- 
tation des lettres, et l'on a ce dernier système 

j cosA = — cosB cosC -h sinB sinC cosa, 

(6) ' cosB= — cosAcosC4~sinAsinGcosS, 

( cosC = — cosA cosB -^ sinA sinB cosc. 

Remarque. — Les équations (i), (a), (5), (6) ne renfer- 
ment chacune que quatre éléments; elles sont au nombre de 
quinze, nombre qui est celui des combinaisons de six lettres 
quatre à quatre. 

Du triangle sapplèvientairc . 

lli. On sait qu'à cloque triangle spliérique correspond un 
second triangle qu'on nomme triangle polaire ou supplémen- 
taire. Les sommets de l'un des deux triangles sont respective- 
ment les pôles des côtés du second, et les angles de chacun 
d'eux sont les suppléments des côtés de l'autre. 

La considération du triangle supplémentaire est souvent 
utile dans la Trigonométrie sphérique. Par exemple, les for- 
mules fondamentales (i) du n" 109 ayant été obtenues, si on 
les applique au triangle supplémentaire du triangle proposé, 
on obtiendra immédiatement les formules (6) du n" HZ. II 
suffira eifectivement pour cela de remplacer, dans les pre- 
mières formules, n, b, c, A, B, C respectivement par 
180"— A, 180"— B, 180"— C, 180"— «, 180" — è, 180"— c. 

Pareillement, on obtient les formules (4) du n" 111 en ap- 
pliquant les formules (3) au triangle supplémentaire. Quant 
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aux autres systèmes que nous avons obtenus, ils iic conduisent 
à aucune formule nouvelle. 

Nous présenterons encore ici un exemple des avantages 
qu'on peut tirer de la considération du triangle suppléaien- 
taire. 

Désignons pari le rapport constant qui existe entre le siaus 
d'un angle d'un triangle spliérique et le sinus du côté opposé. 
On a trouvé (110) 



sin'tisiii^ésinV 
relation que l'on peut écrire comme il suit : 
3cos^zcos5o03c= (r— i)s;n=flsiii^6sin=c 

-t- cos'a(i — ■ sin'&sin'c) + cos'è cos?c; 

tous les termes du second membre de cotte formule sont posi- 
tifs si l'on a 

et il en résulte cette proposition : 

Théokème I. — Si, dans un triangle sphàriquo, la valeur 

, sioA sinB sinC 

commune des rapports —. — -5 ■ .-, > — — est supeneui-e ou 
'^'^ sina smè smc "^ 

égale à l'unité, les trois côtés sont inférieurs à go degrés, ou 

un seul côté est inférieur à 90 degrés. 

Appliquant ce théorème au triangle supplémentaire, on 

obtient le suivant : 

Théorème II. — iSt, dans un triangle sphérîque, la valeur 

, sioA sinB siriC . „, . 

commiuie des rapports -. — j -^-rj —■ — est injeriewe ou 

égale à 1, les trois angles sont supérieurs à 90 degrés, ou un 
seul angle est supérieur à 90 degrés. 

Formules relatives aux triangles rectangles. 

lis. Lorsqu'un triangle spliérique n'a qu'un seul angle 
droit, le côté opposé s'appelle hypoténuse. 

Trlg. S. i« 
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En faisant l'hypothèse A = 90 degrés dans celles des for- 
mules des n"" 109, HO, 112 et H3 cjui contiennent l'angle A, 
on obtient les suivantes, qui sont particulières aux triangles 

rectangles : 

itang* =; tanga cgsC, 
tangc=tang«cosB, 
tangfi = sîiLctangB, 
tangc := sinS tangC; 
icosii=: cotBcotC, 
cosB = cos&smC, 
cosC = cos<;smB. 

Ces dix formules ne contiennent chacune que trois élé- 
ments; leur nombre est précisément celui des cumhinaisons 
de cinq lettres trois à trois. 

L'équation (i) exprime que : 

Dans un triangle sphériqiie rectangle, le cosinus de l'hypo- 
ténuse est égal au produit des cosinus des deux autres côtés. 

Il en résulte que les cosinus des trois côtés sont positifs, ou 
que deux d'entre eux sont négatifs ; par conséquent, 

Dans tout triangle sphérii/ue rectangle, les trois côtés 
sont moindres que go degrés, ou bien un seul de ces côtés est 
moindre que 90 degrés. 

Les équations (2} expriment que : 

Dans tout triangle sphéri^ue, le sinus de l'un des côtés de 
l'angle droit est égal au sinus de l'hypoténuse multiplié par 
le sinus de l'angle opposé. 

Les deux premières équations (3) expriment que : 

Dans tout triangle sphéri^ue rectangle, la tangente de 
l'un des côtés de l angle droit est égale à la tangente de 
ihypoténuse multipliée par le cosinus de l'angle adjacent. 
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Les deux dernières équaliosis (3) espriment que : 

Dans tout triangle sphérique rectangle, la tangente de 
l'un des côtés de l'angle droit est égale au sinus de l'autre 
côté multiplié par la tangente de l'angle opposé au premier 
côté. 

Il en. résulte que la tangente d'un angle oblique est de 
même signe que la tangente du côté opposé ; par conséquent, 
ce côté et cet angle sont tous deux plus grands ou tous deux 
plus petits que 90 degrés. 

La première des équations (4) exprime que ; 

Dans tout triangle sphérique rectangle, le cosinus de l'Itj^- 
poténuse est égal au produit des cotangentes des deux angles 
ohlitjues. 

Enfin les deux dernières équations (4) expriment que : 

Dans tout triangle sphérique rectangle, le cosinus d'un 
angle oblique est égal au cosinus du côté opposé multiplié 
par le sinus du second angle oblique, 

116. Les formules précédentes peuvent être transibrmées 
en d'autres formules qui sont utiles pour le calcul, et qnc nous 
allons établir. 

La formule (i) donne cosc = — — - 5 on a d'ailleurs 






tang^c=-^y'^2ji_-£!lf=;+0angi(«-&)taiig^(^-)-è); 
on peut donc à la formule (i) substituer l'une des deux sui- 



1 tang^c=+t/t;mgi{«-È)i 
(5) ' ^ 



( tang i 6 = -1- y^tang -^(a- c) taiig i (a -h c). 
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La première des formules (2) donne sm«:rz-. - 
d'ailleurs 



„,s(45M-i«)=±^l^ 



. t/n ' \ ,./sinB + siB6 ,,/ongi(B + S) 
on peut donc aux formules (2) substituer la double formule 

(6) t»n Jis» + i =W-<- 4 /ïS5±E) =+ 1 /!«ÎHÏ5±3. 

' ' M* = / Vt,nsHB-t) Vtansi(C-=) 

Et, comme les formules (2) restent les mêmes, l'une quand 
on permute les lettres a et B, l'autre quand on permute les 
lettres a et C, ou a aussi 



il) 



j.ang(45.+ iB)=±:y'î 



'ei(°4 



1 °V ,. J V tansH"— ', 

La première des formules (3) douuc eosC 
ailleurs 



S) 
tangi* ' 



V tangrt H 



-vfl^ 



on peut ainsi, aux deux premières formules (3 }, sulîstitucr les 
deux suivantes : 

taii|jic = +l/ï 
(8) ~ *, 

La troisième des formules (3) donne sine- 
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uns (^45-+ ; .) = ± V ,..,;,,,,.^ ; = = (/ S^î^ 

ic, aux deux dernières des formules (3) 
î vante s : 



on peut donc, aux deux dernières des formules (3), substituer 
les deux suivantes : 



(9! 



La première iormule (4) se transforme dajis la suivante : 



/,-oos« /SB 

•"•;'■= + VTT-5^ = + ViiïïB- 

OU 

, , I /i:oB(i8o° — B 
(lo) b,us^^=^-y/^ 



(B-C) 
Enfin les deus dernières formules (A) donneiU 



itangl6= + y^t.ng(^-45-+^)tang(45"+5^), 



l-\/tang(- 



■45«-f-- ■) tang 45"- 



Et, eomme les deux dernières formules (4) ne changent pas 
quand on remplace eliaeun des éléments & et C ou c et B par 
le complément de l'autre, on a aussi 



{") 



!tang U5° -h - G j =± i/cot- (B + S) cot- (B— S), 
lang(^45- + iB)=±Y/dj(C + o)o,li(C-o). 
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Formules relatives ans triangles rectilcUères. 

117. Un triangle sphérique est dit rectilatère lorsque l'un 
de ses côtés est égal à 90 degrés. Le triangle supplémentaire 
d'un pareil triangle est évidemment rectangle, et par consé- 
quent les formules relatives aux triangles rectilatères peuvent 
se déduire de celles qui se rapportent aux triangles rectangles ; 
mais ces formules s'obtiennent non moins facilement en fai- 
sant rt := 90 degrés dans celles des formxties générales qui con- 
tiennent le côté a. On trouve, en suivant l'une ou 3 autre 
marche, les dix formules : 

(l) cosA= — cosBcosC; 



(3) 



sinB- 


= sinAsin6, 


sinC:; 


^siaAsinc; 


taagB: 


:- — tangA cose. 


tangC ; 


— — tangA cos b. 


tangB: 


= sinG tango, 


tangC; 


= sinB tango; 


COSA: 


— — cotftcotc, 


cosb: 


= cosB sine, 



(4) 



On peut faire subir à ces formules des transformations analo- 
gues à celles que nous avons exécutées au n" 416, à l'occasion 
des triangles rectangles; nous reviendrons sur ces transfor- 
mations en traitant de la résolution des triangles rectilatères. 

Usage des angles auxiliaires dans la Trigonoméirie 
sphorique. 

H8. Les formules générales des n"' UO, 112 el 113 ne 

sont pas calculables jiar logarîtbnies; mais on peut les rendre 
telles en faisant usage d'un angle auxiliaire. Effectivement 
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cliacune de ces formules est de la forme 

(i) P = McosK-hNsiiia, 

a étant un des six éléments, et M, H, P désignant des fonc- 
tions monômes des lignes trigonomé triques de trois éléruents 
autres que «. Si l'on désigne par aj un angle auxiliaire tel que 

et si l'on remplaee K par M tangy dans la formule (i), celle-ci 
deviendra 

(3) Pcos^ = Mcos{k~o!), 

11 résulte de là qu'en introduisant le nouvel clément if ia for- 
mule {i) peut être remplacée par le système des formules (2) 
et (3), qui sont l'une et l'autre calculables par logarithmes. 

On verra plus loin que l'introduction de cet angle auxi- 
liaire (p équivaut à la de'composition du triangle proposé en 
deux triangles rectangles ou en deux triangles rectilatères, par 
le moyen d'un arc de grand cercle mené d'iu) sommet an côté 
opposé. 

Formules générales calculables par logarithmes. 

H9. En transformant et en combinant entre elles les ior- 
mules générales des n"' 109 et suivants, on obtient des for- 
mules nouvelles calculables par logarithmes, et qui sont d'un 
grand usage dans la solution des problèmes de la Trigonomé- 
trie sphérique. Nous allons nous occuper ici de cette trans- 
formation. 

La formule fondamentale 
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Il portant cette valeur de cosA dans les formules 



-\/^^' c4..^/^E-, 



"l-=s/^^^^W£?^-\/'-''^. 






v^ 



Par de simples eliangements de lettres, on obtiendra des 
expressions analogues pour les sinus et pour les cosinus des 

angles - B et - C, En sorte que, si, pour abréger, on désigne 

par 3.p le périmètre « -t- 5 -H c, on aura 



Ëniîn, eu divisant 



, 


. /.".(/■ 


- i)s 


n(/.-o) 




V 


sine s 


mt 




/si„(. 


-fl)s 


n(?-e) 




^V 


smo. 






/.i„(;. 


-«)> 


„(p~l,) 




V 


sm«s 


ni 


, 


/.inp. 


.(P- 


«) 




V .in 


t sine 






/mp s 


•IP- 


"*'. 




V .in 


atmc 





/ ih75in(f — c) 

. ~ V — BSTsEi 

respectivement les formules (i] par les Ibr- 
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mules (2), il \ 



1 




n(p-Sj 


sin {;>-,=) 




sm^ sm 


(P--) ■ 


I 


n(p-») 


sm(y-=) 




siap sm 


(P-»J • 




»(/■-«) 


sm(,^S) 



aiig^- y sinp &m{p — c) 

Dans toutes ces formules, le radical doit être pris positive- 
ment, parce que les lignes trigouomëtriques des angles aigus 

— A, -B, -C sont positives. 

120. Désignons par s l'excès spfiéri^ue du triangle ABC, 
c'est-à-dire l'angle A -1- B -h C — 1 80" ; les angles du triangle 
supplémentaire de ABC seront 1 80° — a, 1 80" — £, 1 80" — c, 
tandis que les côtés du mémo triangle seront 180" — ^ A, 
180" — B, 180° — C; la demi-somme de ces trois côtés sera 
180" £. Il résulte de là que, si l'on veut appliquer les for- 
mules fi), (9), (3) au triangle supplémentaire de ABC, il 
suffira de remplacer A, B, C, a, b, c ctp par les aupplémenls 
de a, h, c, A, B, C et - e. On obtient ainsi les neuf formules 
suivantes : 



I 2 V sinBsinC 






a V "111!" 



iÇ^-i-) 



a V "iij 
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'"s;°-V™(B 


,,sm(A 


(5= 


~P}' 




(6) 




■"'ï'-\/.„(A 




(c- 


*■) 








•»^r=Vs# 


i.nn(C 
-itjsir 


15^ 


) 




121. 
on tiry 


FoRft 


IULES DE SeLAMBEE. 


— Des 


formules 
sm(;,- 


(.)ei 


sin-Ào 


_sm(p— È)_ /sînps 


a sine 


3„ 


I 


n-B:: 


sinfp — «), /sïnps 


osiiiô 


= 1 


"(;■- 


"),. 


2 


,m. V "« 




cos-Ac 


ns'-È J^^P^Mp-") 


i»(f- 


^ = 


sînp 


n-G, 


sm^As 


„1b--Ç^-î)^/^m^ 


fljsm{p- 


i^L 


_sin(> 


?'» 


on déduit de l;i 










ÎÏL 


AcosJ-Bicos-iAsm-lB 


sînfp- 


a-£ 


.m(p 


-o) 


COh 


iAcosiBzûsiiiiAsmiB 


sin/Jip 


,n(p 


_c) 







sinlG 


a d'à 


Ueiirs 


imip 


-S) + 


sm(p 


-»)- 




sinp -i- 




s'ui/i — 



„(/,-. 


-: 2 Sin 


-ocosi 


n(p~« 


— 3 COS 


-""î 


i»(/,-. 


= acos 


;"'»ï 


in{^-. 


= 3 sin 


;""s 


•in 


= ..m 


^oeesi 



(a + S), 
(. + 6). 
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et, par cousecjuent, 



cosiC 




w 


isfc 


smi(A-B) 




sm-i- 


f»-i) 


cosiC 






a^c 


1 cosHA + B) 


= 


°—c 


(<. + S) 




ojio 


».i(A-B) 




«inJ 


(« + *) 



Ces formules renferment les six éléments du triangle : elles 
ont été découvertes* par Delambre, qui les a fait connaître en 
1807, dans la Connaissance des Temps pour 1809 (p. 443)- 
Gauss, à (jui elles sont quelquefois attribuées, ne les a don- 
nées que deux ans plus tard, dans l'ouvrage intitulé : Tlieoria 
motus corporum cœlestium in soctionibus conicis Solein am- 
hientium. 



122. Formules nE Néper. — Si l'on divise la première des 
équations (7) par la troisième, la deuxième par la quatrième, 
puis la quatrième par la troisième et la deuxième par la pre- 
mière, on obtient les quatre suivantes : 



(S) 



Sang -(A -h B 
I tang^(A~B 
I tang-(<H- b\ 

tang-(a — b 



H»-') 



cos|(a + 6)' 


.ini(a-S) 


smi(«-i.S)- 


™i(A.-B) 


oi.!i(A + B) 


ïini(A-a) 



i(A 



Ces équations (8) sont connues sous le nom de formules de 
Néper; chacune d'elles exprime une relation entre cinq élé- 
ments d'un triangle spliérique. 
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123, Des formules (7) on tire 


A + B) 


cos-jc-Hcos^C co 


t(A-B)~smi 


A + B)' 


siniC + ,mie co 
cosiC-,ini« m 


l(i_B)-sini 




cos^C + silice sir 


i(A-B) + .kii 
oo!i(A + B) + o 


«-6)' 

!j(0 + S) 



„i(A + B) + co>i(o + ») 
Si l'on fait, pour abréger, 

A-!-B — S-î-iBo", A — B = D, 
û-HÙ — i + 180", a — b^il, 

et qu'on transforme les formules précédentes par le procédé 
du n° 18, il viendra 



(9) 



/ C— < 

l tfliig — 7- 
I H- 

taiig(45''-l-~- 



S — rf 
.( — D 

D— ^ D+rf 



Mi 



de ces formules (g) et (10) on tire 



('0 



f c— c ^ / s -hrf «— rf i+D s—D 

tang— 7— =zl, W tang — 7— tang — 7— tang— 7— tang— 7— 



^-î=-\/= 



■■" 4 



4 ' 



i, /',„ C-c\ r~ ' D— (/ ,D+rf .S— r. 
tang US'h T— =-Hi/— tang— — -cot — r— cot— --tang 
\ 4 / V 4 4 4 

tang 45''h ;— — '— 1/— cot— ; — tang— ;— cot— 7— tang-T— 
\4/V 4 44 4 



y Google 



OHAPIÏKE QUATUltlIl!. Ij; 

Dans la seconde formule (ii) et dans la première (13} le 
radical doit être pris avec ,1c signe -h, parce que les arcs — - — 

et 45" H 7 — sont compris entre o et 90 degrés, et cjn' ainsi 

leurs tangentes sont positives. Dans les deux autres for- 
mules le signe du radical se détermine facilement; en effei;, 

tang ■ ■ . ■ a le môme signe que les seconds membres des for- 
mules (9); pareillement, tang (45" H ^ — ) aie même signe 

que les seconds membres des formules (10). 

Expressions diverses de l'excès sphérique. 
Formules nouvelles. 



124. L'excès spliërique qui mesure, comme on sait, la sur- 
face du triangle, est un élément d'une grande importance dans 
les applications de laTrigonomctrie à la Géodésie. Nous allons 
faire connaître ici diverses formules nouvelles où figure cet 
élément, et qui pourront servir à le calculer dans les diffé- 
rents cas que l'on peut avoir à considérer. 

Si l'on multiplie entre elles les deux premières équations 
du système (4) du -a° 120, ainsi que les deux premières du 
système (5), puis que l'on divise les équations résultantes par 
la troisième équation (3), il viendra 



ajoutant ces deus équations après les avoir multipliées res- 
pectivement d'abord par cosC et i, puis par i et cosC, il 
vient 



(') 
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et, si l'on divise respectivement la première et la deuxième for- 
mule (i) par la première et la deuxième formule (2), on aura 

/ I t-ditsiataxyeibsmG 

tangos = — — 2^— q - ' , , -, 

j a I -i- tangyataogjôcosC 

* j /p I \ _ cot|û;cot^*smG 

l \ a y ^ 1 -i-cotjiïcot^âcosO 

La première des formules (3) donne l'excès spliérique en fonc- 
tion de deux côtés et de l'angle compris ; la première formule 
de l'un des systèmes (1} et (2) fournil aussi une expression de 
l'excès sphérique; mais cette expression dépend de quatre élé- 
ments. Il faut remarquer (jue les deux formules (3) ne sont 
autre cliose que des transtormées de la première des formules 
de Néper, savoir 

tang- ^ [A 4- B) ^ coî ^ C ^gi^.|| ; 

si, en efict, on remplace - ( A -f- B) par 90" — - (C — s), il 

vient 

(4) tang^- (C - = tang^ C S^î|ij±i-j, 

formule de laquelle on déduit sans difficulté les deux for- 
mules (3). 

On peut éliminer l'angle C des formules (i) et (2) au moyen 
des équations 



. , I 2 iJdBj>sm{p — a )s m{p — b)sm{j> — c) 
sinC = 2sin-Ccos~(j^— — — -=■ ■ ,; i 



cosC — 



(5) 



acosb 



sjsmp si 


v,lp-a]m^{p^b}sm{p~c] 


2cosi«cosi6cosic 


\/smp si 


,n (p ~ a) sin(/' — b) sin(p ~ c] 
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Les formules { 5 ) et (6 ) donnent des expressions de - s et de 
Ci -— -- £ en fonction des trois côtés, mais on. peut en obteiiiî' 
d'autres beaucoup plus simples. 



Au moyen des formules (6) et des relatioi 



';'=\/^-^' »';'=\/'^ 



on peut calculer les sinus et ks oosi 
-C — y'i\ on obtient ainsi, pour l'angle 



■ I _ / siuH^sin'^é - (cos|c ^ COS-; « cos^é) = 
™4' V " 4«>si«cos|ècosic 

1 /fcos^c+ c05jacos|6)' — 3in'Aasin'|& 

Les numérateurs des Tractions qui figurent sous les radicar..; 
sont immédiatement déeomposables en facteurs, eV l'on obtiesU 
les valeurs suivantes : 



sin - 'sin^^^ siii^-— sin £SZZ 
cosi-acosi6cos|c 



Oji retrouvera la première formule (5) en multipliant les 
équations (7) l'une par l'autre; en divisant, au contraire, la 
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iiide, il vient 



(8) tang|« = 4/tang^taiig~-^ti 



formule remarquable, quiestdueàSimonl'Huîllîer, deGenève. 
La deuxième formule {(5) s(j déduit de la première en rem- 
plaçant dans celle-ci aetb par leurs suppléments 1 80" — <ï, 
180" — 5, et e par 2C-— s; on peut donc faire ces mêmes chan- 
gements dans les éqiiations (7) et (8), qui feront connaître alors 

le sinus, le cosinus et la tangente de l'angle - G — jz. Or, par 

le changement de a et & en iSC — a et 180° ™ 5, les quan- 

■ • P' " P' ^ -I 1' T H 1- 

tites et — — — se changent iune dans 1 antre, tandis 

que chacune des quantités — et se change dans le com- 
plément de l'autre; on peut donc écrire immédiatement les 
valeurs des lignes trigonométriques de l'angle -Q — jS^ et 
par ime simple permutation de lettres ou aura également les 
lignes trigonométriques des angles -A— yt, -B — yt. On 

trouve, par exemple, en faisant subir àlaformule (8) les chan- 
gements que nous venons d'indiquer, 



(9) 



■v 



V 



/^•^ 


h p — c 




tang^ 


langil^ 


1 


'-*— 


%.„g^7" 




tang^ 


.ang''-' ' 


/•"s^ 


•t.ng''-' 



-. tang^?— — 
On peut résoudre les quatre équations (8) et (g) par rapport 
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aux quantités tang -5 taiig ) taiig— — , taug - 

l'on obtient ainsi 



<-\/. 



tangf-^A— {s)taiig(J-ii— -^e)lang^{C — {ij' 



tnng^--? = . A'"g^taag(|B---i.)t.agaC- 
5 3 y tang(iA-i!) 



"'S 3 ~V tang(iB — i») ' 

pj-c _ / tangXEb mg( U — |?)tangfiT " 






■c^e circonscrit et des rayon: 



des cercles inscrit et exinscrits. 



125, Si l'on joint les trois sommets d'un triangle spliérique 
au pôle du cercle circonscrit, on déterminera trois triangles 
isoscèlesqiiiauront respectivement pour bases les côtés «, è, c. 
Désignons par x chacun des angles égaux dans celui de ces 
triangles qui a a pour base, par ^ et ^r chacun des angles 
égaux dans les triangles isoscèles gui ont respectivement pour 
bases li et c. Si le pôle tombe à l'intérieur du triangle, on 



J '!- s := A, î -1- j: == B, X -l-x ^C, 

^ + j + a =. i ( A -1- B ^~ C) = 90» + ^ c 



et, par consequen);, 



Il est aisé de s'assurer que les 
Tris- ■''• 



formules conviennent 
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au cas où ïe pôle n'est pas situé dans l'iiitérieur du triangle, 
pourvu qu'alors on, considère comme négative celle des quan- 
tités x^jr, z qui se rapporte au triangle îsoscèlc situé tout en- 
tier au dehors du triangle donué. 

Cela posé, désignons par R le rayon sphérique du cercle 
circonscrit au triangle, joignons le pôle de ce cercle au som- 
met A, et abaissons du même pôle un arc de grand cercle 
perpendiculaire sur le côté c; on formera ainsi un triangle 
rectangle dans lequel on aura 



d'où, en remplaçant s par sa valeur 90° — ( C s j , 

iormiilc qui donne R en fonction d'un côté, de l'angle opjiosé 
et de l'excès sphérique. 

Si l'on remplace sin ( C £ j par sa valeur tirée de la 

deuxième des formules (0) dn n" 12i, il viendra 



\/smp sm{p ^ a) sm[p 



t),m(p-c 



Enfin, si l'on substitue à tang- c, dans la formule (i), la va- 
leur tirée des équations (6) dun" 120, on obtiendra la formule 



(3) 



i/sin(A-i,)™(ll 



«(C-i.) 



qui donne l'expression de B. en fonction des angles. 

La formule (i) contient la démonstration du théorème sui- 
vant, dû. à Lexell : 

Le lieu géométrique des sommets de tous les triangles sphé- 
riques de même base et de même surface est une circonfé- 
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rence qui passe par les deux points diamétralement opposés 
aux extrémités de la base. 

Car soient A'B'laliase donnée et A'B'C l'un des triangles 
pour lesquels l'excès sphérique a une valeur donnée e'. Soient 
A et B les points diamétralement opposés à A' et B', et t l'excès 
sphérîque du triangle ABC, Par un théorème connu en Géomé- 
trie, la somme des surfaces des deux triangles ABC et A'B'C 
est égale à la surface du fuseau dont l'angle est G; on a donc 

e -:- s'z=:2C, d'où -*s'=G — "S. 

Maintenant, si R désigne le rayon du cercle circonscrit au 
triangle ABC, on a, parla formule (i), 



et, comme c et t' sont constants, E. est lui-même constant, ce 
qui démontre le théorème énoncé. 

126. Désignons par r le rayon du cercle inscrit dans un 
triangle sphérique. Si l'on joint le pôle de ce cercle au 
sommet A, et que l'on abaisse une perpendiculaire sur le 
côté è, on formera un triangle sphérîque rectangle, dans lequel 

l'un des côtés de l'angle droit sera r; l'autre sera — ' 

ou /? — a, et l'angle adjacent sera - A; on aura donc 

tang?' = sin[p — a) Ung ~A, 

ou, en remplaçant Cang- Aparsavaleurcn fonction des côtés, 

,4, ,„,.= yA»ÏZE2=£EÏISZH3. 

Si l'on désigne par œ, 6, y les rayons des cercles exinscrits qui 
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touchent respectivement les cotés a, i, c et les prolongements 
des deux autres, on trouvera de la même n 



V- 



„(p-«) 



(5, l^,„,,^_^i^^^^^^£^. 



liésoluUon des triangles spliériques rectangles. 

127. Un triangle spliérique peut être bîrectangle ou môme 
trîrectangle. Bans le premier cas, deux côtés sont égaus à 
go degrés, et le troisième côté est égal à l'angle opposé. Dans 
le second eas, les trois côtés sont égaux à 90 degrés. Les trian- 
gles de cette espèce ne peuvent donc donner lieu à aucmi pro- 
blème. 

La résolution des triangles qui ont un seul angle droit pré- 
sente six cas distincts que nous allons traiter, mais nous de- 
vons rappeler d'abord une remarque que nous avons faîte dans 
le Chapitre précédent à l'occasion des triangles rectilignes. 

Lorsqu'un eôlé ou un angle d'un triangle sphérique est 
donné par son. cosinus, par sa tangente ou par sa cotangente, 



a valeur est déterminée, car ce côté ou cet aneie est 



jompris 



entre zéro et 180 degrés; mais, s'il est donné par son sinus, i 
n'est pas entièrement déterminé; car à un sinus donné corres- 
pondent deux arcs ou deux angles supplémentaires. 

Rappelons encore que, si l'angle ou le coté qu'on veut cal- 
ctder est donné par son cosinus ou par sa tangente, et que la 
valeur de ce cosinus ou de cette tangente soit négative, il faut 
calculer à sa place l'angle supplémentaire qui a, au signe près, 
même cosinus et même tangente. 

128. Premier cis. — Etant donnés l'iijpoténuse a et un 
côté b do l'angle droit, calculer le troisième cotée et les deux: 
angles obliques B et C. 
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On peut calculer les éiémenls ineonnus par les formules 
suivantes dun" Ho : 

cosa . sinb p__taiig6 

"" cosû ' ~ sirm' Uaga 

Maïs il vaut mieux faire usage des formules du u" H6, savoir : 



V 



tajig- (« — 6)uiig-(a+ S), 






tang^(<î— &] 



1 /sin(rt — 6) 



(-. + *) 

Ces dernières formules exigent seulement, comme les pré- 
cédentes, la reclierche de quatre logarithmes pour la détermi- 
nation des trois éléments inconnus ; mais elles ont sur celles-ci 
l'avantage de donner les inconnues par des tangentes. 

E.EMAUQDE, ~ Pour que le problème soit possible, il faut et 
il suffit que l'on ait sini <^ sin«; car, si cela a lieu, la valeur 
de sinB sera inférieure à i, et les valetu's de cosc et de cosC 
seront comprises entre — i et + i. L'inégalité dont il s'agit 
exige que l'on ait 6<^a ou i^iSo" — a si a est <C9o"; 
et 5 >. a ou J < 1 8o" — a si a est >- 90" ; si a = 90°, l'inéga- 
lité sin&<;^sina a lieu nécessairement. Lorsque la condition 
de possibilité est satisfaite, le problème admet une solution 
unique, bien que l'angle B soit donné par son sinus ; car cet 
angle doit être inférieur ou supérieur à 90 degrés, suivant que 
le côté donné b est lui-même inférieur ou supérieur à 90 de- 
grés. La même considération permet de fixer le signe avec 
lequel il faut prendre le radical qui exprime la valeur de 
tangU5°H-^Bj. 

129. I>BuxiÈME CAS. — Etant donnés les deux côlÀs b et c 
de l'angle droit, calculer V hypoténuse et les deux angles 
obliques B et C. 
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On emploiera les formules 

tancé taiiei; 

cos « = cos 6 cos c, tang B — -^— -, tang C = -^- • 

Si le côté a est mal déEeraiiné par son cosinus, il faudra 
commencer par calculer B ou C, et l'on obtiendra ensuite a 
par l'une des formules 



Remarque. — Le problème admet toujours une solution 
unique. 

130. Troisième cas. — Etant donnés l'hypoténuse a et, 
l'angle oblique B, calculer le deuxième angle C et les deux 
côtés b et c de l'angle droit. 

On emploiera les formules 

■ , . . ^ cotB 

sm* = smiïSinB, tangc=: tangiicosB, taiigCT= — — . 

Si le côt^ h est mal déterminé par son sinus, il faudra 
commencer par calculer c ou C, et l'on aura ensuite b jiar 
l'une des formules 

tangè = sinctang:B, tangi =: taagircosC. 

Remarque. — Le problème est toujours possible et il n'ad- 
met qu'une solution, car l'inconnue b et l'angle donné B sont 
en même temps inférieurs ou supérieurs à 90 degrés. 

131 , QuATRiiiME CAS, — Etant donnés un côté b de l'angle 
droit et l'angle opposé B, calculer les côtés a et c, ainsi que 
l'angle C. 

On peut employer les formules du n*" ii^ 

. __sinè . _tang6 . „_cosB 
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Maîsi! vaut mieux se servir des formules suivantes du n" H6 : 
( f^.. ' \ ■ . /tangi{B + b) 

tang- (45" H- - C J == r:^ l/tot i ( B -h t) cot i (B — è), 

qui doiiuent les trois inconnues par leurs tangentes. 

RiEMÂuQUE. — Chacun des deux précédents systèmes de for- 
mules peut donner pour chaque inconnue deux valeurs sup- 
plémentaires. Il importe donc de savoir déterminer quelles 
sont les valeurs qu'il faut prendre ensemble. 

D'abord, si h =. B, on a 

et le triangle est birectangle. Supposons donc h différent 
de 13. 

i" Si b est <^ 90", il faut, pour la possibilité du problème, 
que B soit aussi -^^ 90", et que l'on ait en outre ô <^ B. Sup- 
posons cette condition remplie; cosÔ étant positif, l'équation 
cos« = cos & co s c montre que tï et c sont en même temps infé- 
rieurs ou supérieurs à 90 degrés; la même chose a lieu d'ail- 
leurs à l'égard de c et de C, Si donc on désigne par «', c' et C 
les valeurs inférieures à 90 degrés que les Tables font connaître 
pour fl, c et C, on aura les deux solutions 

a^lHo^—a', c=-i&o'-—c\ C = lSo"— C. 

2" Si b est |> 90", les conditions de possibilité du problème 
sont B^go" et è > B. Supposons qu'elles soient remplies; 
cos b étant négatif, l'équation cosfl = cosô cosc montre que 
o et c sont l'un supérieur et l'autre inférieur à 90 degrés ; et, 
comme c et C sont tous deux supérieurs à 90 degrés, si l'on 
désigne toujours par a', c' et C les valeurs de o, c et C que les 
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Table. 


S font connaître, on a 


lira ces deux se 


lîutions : 




a = a\ c = 


iSo°~c, C = 


i8o°-C' 



Il est facile de voir, a priori, qu'en exceptant le cas Ae b =^ Ë 
le problème admet deux solutions lorsqu'il est possible . Suppo- 
sons, en eiFet, que le triangle ABC, rectangle en A, satisfasse à 
la question(-yoi> la figure dun°109, p. iSg), et prolongeons les 
côtés AB et BC jusqu'à leur rencontre en B'; on formera un se- 
cond triangle rectangle AB'C qui répondra aussi à la question, 

132. GiNQitiÎDMË CAS. — Etant donnés le côté h et l'angle 
adjacent C, calculer l'angle B et les deux côtés a et c. 

On emploiera les formules 

cosB^cosèsinC, tang«^^^, tangc = smé tangC. 

Si l'angle B est mal déterminé par son cosinus, il faudra 
commencer par calculer iiouc, et l'on aura ensuite B par l'une 
des formules 

cotB = cos«taDgC, cotB = sine cote. 

TÎEMinQTJE. — Le problème est toujours possible et il n'ad- 
met qu'une seule sokttion, 

133. Sixième cas. — Étant donnés les deux angles obli- 
ques B et C, calculer les trois côtés a, è, c. 

On emploiera les formules 

cosB cosC 

cos(! = cotBcoîC, cos & ^ . ) cosc=:^— - 

du n" \ 15, ou plutôt les suivantes du n° 116 : 



^(■8°-- 






tang ;^- <: = -h y' timg i-^ 45"j t;mg {—- 

qui elonneut les înconnuns par leurs tangentes . 
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RemAuque. — Pour que le problème soit possible, il faut et 
il suffit; 1" que la somme B -|- C soit comprise eutre 90 et 
270 degrés ; 2" que la différence B — C soit comprise entre 
— 90" et +90°. Lorsque ces conditions sont remplies, les 
seconds membres des formules précédentes sont réels et le 
problème admet une solution unique. 

Résolution des triangles sphêriques rectilatères. 

i34. Bien que la résolution d'un triangle rectilatère puisse 
se ramener à celle d'un triangle rectangle, par la considération 
du triangle supplémentaire, il n'est pas inutile de présenter 
le tableau des formules qui conviennent à chacun des six cas 
qu'on peut rencontrer. Nous nous bornerons au surplus à cette 
simple indication, les remarques et les discussions auxquelles 
donnent lieti les formules étant exactement les mêmes que 
celles qui ont été développées à l'occasion des triangles rec- 
tangles. L'angle opposé au côté éga! à 90 degrés sera toujours 
désigné par A. 

133. Premieu cas. — Etant donnés les angles A et B, cal- 
culer l'angle C et les côtés b et c. 
Les formules à employer sont (H7) 

^'''' '^~ cosb' ^'" ^siïïÂ' '^°^'^~~ tlngA' 
mais on peut leur doinier la forme suivante, qui est préférable : 

tang ^ G = -h t/cot J (A - B) cot ~ (A + B), 

V ^ / V tangi-(A — B) 

1 /sin(A + B) 

le signe ambigu dz de la deuxième formule se déterminera par 
cette considération que S et B sont en même temps inférieurs 
ou supérieurs à 90 degrés. 
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136. Deuxième cas. — Etant donnés hs deux angles B 

et C, calculer l'angle A et les côtés b et c. 

Les formules à employer sont 

langB tangC 

cosA =— cosBcosC, tang& = - . " , taiigc= ^^,-- 

Si l'angle A est mal délerminé par sou cosinus, il faudra d'a- 
bord calculer & ou c; on pourra ensuite obtenir A par l'une 
des formules 



\Z1 . Troisième cAs. — Etant donnés l'angle A et le côté h, 
calculer le côté c et les deux angles B et C. 
Les formules à employer sont 

coté 



tangC ~- — tangAcosè, (ange 



Si l'on veut déterminer B par sa tangente, il faudra commen- 
cer par calculer c ou C, et l'on aura ensuite pour calculer li 
l'une des formules 

tangli = siiiC tang?', langE -.=. — tangAcosc. 

138. Quatrième cas. — ■ Etant donnés le côté b et l'angle 
opposé B, calculer le côté c et les angles A et C. 
Les formules à employer sont 

sînâ tangè cosB' 

on peut les transformer dans les suivantes : 
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les deux solutions se déterminent par les considérations dont 
nous avons fait usage au ïi° 131 . 

139. Cinquième CAS. — Etant donnés l'angle^ et le côté c^ 
calculer le côté b et les deux angles A et C. 

Les formules à Rmplojer sont 
cos& = cosBsi 

Si l'on veut déterminer b par sa tangente, il faudra commencer 
par calculer A ou C, et l'on aura ensuite b par l'une des for- 

cot6=: — cosAtangc, coté =smGcotB. 

140. Sixième cas. — Etant donnés les deux côtés b et c, 
calculer les trois angles A, B, C. 

Les formules relatives à ce cas sont 

cosA = — coîôcotc, COliQ ■:=: -- — 5 cosC=;-t— ^; 
mais il convient de les transformer dans les suivantes : 



'»s^=-\/s;(S?fït 



fang 
tang 






Remarque sur la résolution des triangles sphérit/ues 
quelconejues. 

Î4I . Les triangles rcctilatères ne sont pas les seuls dont la 
résolution se ramène à celle des triangles rectangles ; la même 
chose a lieu encore dans les deux cas suivants : 

i" Si parmi les éléments donnés se trouvent deux côtés 
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égaux a et è, ou deux angles égaux A «t B, la perpendiculaire 
aLaissée du sommet C sur le côté AB partagera le triangle ABC 
en deux triangles rectangles égaux dans toutes leurs parties. 
On résoudra l'un de ces triangles rectangles où l'on connaît 
deux éléments outre l'angle droit, et l'on aura immédiatement 
les éléments inconnus du triangle proposé. 

2" Si parmi les éléments donnés se trouvent deux côtés a 
et b ou deux angles A et B, dont la somme soit égale à 180 de- 
grés, en prolongeant les côtés n et c jusqu'à leur rencontre 
en B', on formera un triangle AB'C dans lequel deux côtés ou 
deux angles seront égaux. La résolution du triangle AB'C se 
ramène, comme on l'a vu, à ccUe d'un triangle rectangle ; elle 
entraine d'ailleurs celle du proposé. 

La résolution des triangles sphériques en général présente 
six cas ; mais trois de ces cas peuvent se ramener aux trois 
autres par la considération du triangle supplémentaire, et les 
solutions de deux cas correspondants s'obtiennent par des for- 
mules analogues. I! n'y a donc en réalité que trois problèmes 
distincts . 

RésoliLÛon d'un triangle spkériijue dans lequel on connaiî 
les trois côtés ou les trois angles. 

i42. Première méthode. — Si les trois côtés sont donnés, 
on peut calculer les angles par les formules (i), (2) ou {3) du 
«"319; on doit préférer les formules (3), savoir; 



^V" 



smp nia[p - 



') 



2 V sm;:.sin( 



"2 V i\npsvi{p — c) 

se rappeler que p désigne le demi ~ périmètre 
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Si ce sont les angles qui sont donnés, on pourra calculer les 
côtés par les formules (4), (5) ou (6) du n° 120; on doit pré- 
férer l'emploi des forratiles {6), savoir : 



^^^\/; 



/ .ini.s 


m(A— J.) 


sm(B - j 


■ )Bm(C--i,) 


! siiiis s 


n(B-i.) 


an(A-i 


.)«n(C-i.) 


/ sini. 


m(C-i.) 



'^"^Î^ Vsin(A-i.)sin(B-^.r 
où s désigne l'excès sphérique A-i-B-hC — 180". 

Remakqtie. — Pour qu'un triangle soit possible avec trois 
côtés donnés, il faut et il suffit: 1° que la somme de ces trois 
côtés soit inférieure à 36o degrés ; 2" que chacun des côtés soit 
inférieur à la somme des deux autres. De uiènie, pour qu'un 
triangle soit possible avec trois angles donnés, il faut et il suf- 
fit : i" que l'excès spliérique qui résulte des angles donnés soit 
compris entre zéro et 36o degrés ; 2° que chacun des angles 
donnés soit supérieur à la moitié de l'excès sphérique. Ces 
résultats de Géométrie sphérique se déduisent immédiatement 
de nos formules. 

Lorsque les conditions dont il vient d'être question ne sont 
pas toutes remplies, les expressions des tangentes des demi- 
angles inconnus ou des demi-côtés inconnus deviennent ima- 
ginaires. 

4'43. Dedxijîme MÉTiiooE. — Lorsqu'on a besoin de calculer 
les trois éléments inconnus, on peut substituer aux formules 
précédentes les formules (8), (9) et (lo) du n° 124. 

L'emploi de ces nouvelles formules n'exige, comme dans la 
solution précédente, que la recherche de quatre logarithmes; 
et l'on y trouve cet avantage qu'ayant calculé séparément les 

quatre quantités A — 

p — h^p — c, on a 
sultats obtenus. 



■s, B e, C e et-e, ou», » — a. 

1 moyen de vérifier l'exactitude des ré- 
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ii^^. Exemple. — On donne les trois côtés 

c = ^4''54'3t",o6, 
et l'on demande de calculer les angles A, B, C, 

ItRElIlÈRE MÉTHODE. 



TÏPE DU 

p-a a2°T5'3i%4i 

p~b 52''38'59\65 

/) — c 6o''a3'56'', gg 

logsin/^ ï,847i3g4 

!ogsm(/.-«) 1,5783980 

\o%Si.n[p~- b) i,90o336i 

logsJn(/î~c) 1,9392635 



Calcul de l'angle B. 

"' Y sin/)sm[/) — e) 

]ogsm(p-~«).... 1,5783980 

logsini/' — c) — 1,9392635 

— logsin(/i — b) o ,0996639 

— logsin/; o,i5a86o6 

ï, 7701860 

logtangP î,885o93o 

iB 37''3o'a5'',8c. 

B 75" o'5i",Co 



Calcul de l'angle A. 

°^ Y &mp&\a[p—a) 

logsin(/i — &)..., ï, 9003361 

logsia{/j — c) — 1,9392635 

— iogsin(/>— rt) o,4ai6oso 

^logsinp o,i5a86oB 

0,4140632 

log tang|A o,ao7o3ii 

lA S8°io'i",ro 

A iiO"ao'2',20 

Calcul de l'angle C. 

iogsin(/.~«).... £,5783980 

logsin(/ï — b) i ,9003361 

— logsm[p~c) 0,0607365 

— logsiap o,i5a86o6 

1,6923313 

logtangiC T,S46i656 

XC 35o3'29",58 

G 7o"G'59",i6 
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DEUXlÈaiË MÉTHODE. 

[Emploi dûs formules (8) et (9) du 11° 124. "| 

TÏPE DU CALCUL. 



^p , &■)"?,<)' i^'jO'ii 

i{p—a) Il" 7'45",7o5 

^p—b] 26°i9'a9",8a5 

i(p-c) 35" 11 '58", 495 



Cakid de l'e. 



sphérique 



ÎOgtacgîp 

logtangilp— 6)... 
logtang^(/>-c)... 



1,3938583 
T, 6944058 
îi 7649261 



1 , 5696371 
'5i'58',25 
'a?' 53", 00 



logtangi;) o, 8860840 

logtaDgi(/)-û) T, 2938583 

logtangj(/) — éj .... 1,6944058 

logt3ng^(/!— c) 1,7649261 



logtangi{;?^6).... 
logtangi(/i— c].... 

logcot^(p— (ï) 

logcot^p 



logtang(|A-{s). 



Calcul de l'angle B. 

hgisag^(p—a] ï, 2938583 

logtangK/i — c) 7,7549261 

logcolK/)— fi) 0,3055942 

logcotj/i 1,6139160 



logtang(iB-H--- 1,4891473 

iB— 1£ 17° 8'27°,55 

iB 37''3o'25',8o 

B 75° o'5i\eo 



Calcul de l'angle C. 
logfangi[p-«).... 1,29 
logtangyj/i— 6).... 

iogcot-K/?— c) 

logcot^/j 



0,3350739 
T, 6139160 
2,837a54o 



logtang(iC-is).. 
iC— i-î 



1,4186270 
i4"4''3i",34 

|C 35° S'ag'jSf) 

C 70" 6'59°,18 



Vérification : 

is 4- (lA - |b) -h (iB — Is) + (AG — i-E) = 9o°o'o",o 
erreur sur l'ensemble: o",oi. 
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co,i("- 


-b) 


»!+(«- 


ÎTÔ' 


sin^(« 


-S) 


siiT-i^ 


v&y 


co>i(A 


-B) 


cosi|A- 


+ B)^ 


iini(A 
,ini(A 


+ B)' 
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Resolution d'un triangle splicrique dans lequel on connaît 
deux côtés avec l' angle compi~is, ou deux angles avec le 
côté compris. 

44S. Première méthode. — Lorsqu'on a besoin de calculer 
les trois éléments inconnus, on obtient la solution la plus 
simple du problème au moyen des formules de K^éper, savoir : 

(1) ta^gl(A+B)=cotic 

(2) tangi. (A — B) = cot ~C 
(3} tnng - [a -I- bj =;tang-c 
(4) t^,>gi(«-f-)='^<^g^^ 



Si les éléments donnés sont rt, b et C, on calculera d'abord A 
et B au moyen des formules (i) et (2); on calculera ensuite c 
au moyen de l'une quelconque des formules (3) et (4). 

Si, au contraire, les éléments donnes sont A, B et c, on cal- 
culera a et è par les formules (3) et (4),etonsuiEeCparrune 
quelconque des formules (i) et (2), 

Remarque 1. — Le calcul des éléments inconnus A et B ou 
a et b exige la recherche de cinq logarithmes ; il faut ensuite 
deux nouveaux logarithmes pour obtenir l'inconnue c ou C. 

REMATiQiiE IL — Les données étant supposées comprises 
entre zéro et 180 degrés, le problème admet toujours une so- 
lution unique. 

146. Deuxième méthode. — On peut encore résoudre le 
problème proposé en faisant usage des formules e'tablîes aux 
n°' 109 et suivants, et qui permettent de calculer directement 
chaque inconnue indépendamment des deux autres. 

Si les éléments donnés sont n, è, C, les formules qui déter- 
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minent les inconnues sont 

!€ûl« sinÈ — cotA sinC = cos6 cosC, 
cote sina — cotB sinC = cosa cosC, 
cosc= cosa cosô + sînosin&cosC. 

On calculera, comme il a été dit au n" il8, deux angles 
ausiliaires (f el^ compris entre zéro et i8o degrés, et tels que 

(2) tangtp=: taoj^ncosC, tang-i = tang&cosC; 

les deux premières formules (i) deviendront alors 

L'un quelconque des angles auxiliaires y et il* peut servir pour 
le calcul de c ; car la troisième équation (i) donne, en so ser- 
vant des formules (2), 

cnMros(!.~,) C0 i6cos(« --j,) 
(4) cos.=. -^-^j^ , o<„« = _i^ 

11 peut arriver que le côté c soit mal déterminé par son cosi- 
nus ; dans ce eas, on calculera d'abord A ou B et l'on pourra 
obtenir ensuite c au moyen de sa tangente; effectivement, 
si l'on divise respectivement par les équations (4) les deux 
formules 



1 viendra, en ayant égard aux formules (2) et (3), 



Si les éléments donnés sont A, B, e, les formules qui déter- 
minent les inconnues sont 



c— cotAsinB =^ COSC Cl 
c— cotBsinA = coscc< 
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on calculera deux angles auxiliaires 1^ et ^^ compris entre zéro 
et 1 80 degrés et tels que 

(2 bis) langç^— tangAcosc, taiig^ ;^ ^ tangB cosc, 
elles deux premières équations (i bis) donneront 

La troisième équation (i bis) tlonne aussi 

' ' COSf COSiji 

et en combinant ces équations avec les formules 
siaA . sintsinB 



il vient enfin 



mg(A-^) 



Il faut remarquer que les formules (i èis)^ (2 bis), (3 bis], 
(4 bù), (5 bis) se déduisent des formules (i), (2), (3), {4), 
(5), en remplaçant dans celles-ci A, B, G, a, &, c par les sup- 
pléments de a, b, c, A, B, G et y, i|y par leurs suppléments. 
Les deux triangles que nous venons de considérer sont effecti- 
vement supplémentaires. 

Remarque, — Quand les éléments donnés sont a, b, C, le 
calcul du seul angle A ou B exige la reclierclie de cinq loga- 
rithmes, comme l'emploi de la première méthode. Le calcul 
du côté c par l'une des formules (4) exige également cinq loga- 
rithmes; mais, lorsqu'on n'a besoin que de ce seul côté, la 
deuxième méthode doit être préférée à la première. Il en est 
de même quand les éléments donnés sont A, B, c ; l'emploi de 
la méthode précédente n'offre d'avantages qu'à l'égard de 
l'angle C, dans le cas où l'on ne doit calculer que ce seul 
élément. 

i47. Troisième méthoiiiî. — La méthode dont nous allons 
parler se rapporte exclusivement au cas où l'on ne veut cal- 
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culer que la seule inconnue c oii C. Dans la solution précé- 
dente, on a recours, pour cet objet, à l'une des formules (4) 
ou (4 ^")i t[ui déterminent l'élément inconnu par son cosi- 
nus. Il peut arriver que cet élément ne puisse 6tre obtenu de 
celte manière avec précision, et alors il convient d'opérer 
comme il suit : 

Si l'ineonnue est c, l'équation qui la détermine peut s'écrire 



ou 

si donc on calcule un angle auxiliaire w tel que 



i/siaa sinô. 



m obtiendra ensuite c par la formule 

Si l'inconnue est C, on a 

cosC=— cos(AH-Tï) — asiiiAsiuBsin^-c 

sin' i C — cos' ^ (A -h B) -h slnA sinîi sin= -'- c; 
m calculera donc l'angle auxiliaii'e w par la formule 



et l'on aura ensuite C par la formule 

Remarque. — ■ Celle troisième méthode n'exige, comme la 
précédente, que cinq logarithmes pour le calcul de c ou de G. 
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148. Exemple, — On donne les côtes o, è et l'angle com- 
pris C, savoir : 

« = ii3''2'56",64, i = 82''39'28",4o, G=:i38"5o' i3",69, 
et l'on demande de calculer les angles A, B et le côté c. 



;(« — /;) i5^ii'44", la logsiiii{(7-i) 

{■[a-hli) 97''5i'i2",5a logCOS j(iî^-È) 

iC ficfy.S' 6",S45 lo^siaila-hb) 



4184917 
984543g 
9959074 
1355787 
5746163 



Calcul tIei{A-i-B). 



logcotiC T, 5746163 

logcosi(<i — É) 1,9845439 

— log— coai(<n-i>). o, 8644213 



Jog— tangl(A-f-B).. o,4a358i5 

i[A + B) iio''39'35",2g 

Calcul lies fingles A cï E. 



logcoljC 

Calcul de ^{li — Ji). 
laiigi(Â-B) = cotiC g|"l!^~^! 



,5746163 



-îfA + B}. 
KA-]i). 



[io''39'35",29 
5''4i>'a6",9i 



log— cosi(A + B). î, 5475513 

logcos-;-[A — B). . . T, 9978668 



]ogcot|C 

l0gsini(«-i) 

-iogsini(« + fr)... 
logtangj(A— B) ... 

i(A-B) 5''4o'26', 

Calcul du côté c. 



tangi. = tang.U«-^t)^^|^^ 



i(A_+BJ 



logsin|(fi + &) 1,9959074 

— log — cosi{<i + ;/). 0,8644413 

log — cos-i(A + B) .. ï, 5475513 

~logcOSi(A— B).. o,ooai332 
log tangue . . 



68''44'3a",3o 
\c i37°29' 4^60 

Résolution d'un triangle sphérique dans lequel on connaît 
deux côtés et l'angle opposé à l'un d'eux, ou deux angles 
et le côté opposé à l'un d'eux. 

149. Premièhe méthode. — Soient a, ^ et A ou A, B, a les 
éléments donnés. On calculera d'abord rinconmie B ou 6 par 
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la formuliî 



et l'on pourra obtenir ensuite la valeur correspondante de C 
ou de c par le moyen des formules de Néper, savoir : 

I _ tangi(« + &lcos-i-(A+B) _ tansi(.-.-&]sinl(A + B} 
^2 ^ cosHA — B) ^ smi(A — B} 

Pour que le problème soit possible, il faut d'abord que le 
sinus de l'élément inconnu B ou h soit compris entre zéro et i; 
lorsque cette condition est remplie, il existe pour B ou h deux 
valeurs supplémentaires l'une de l'autre; mais, pour que l'une 
de ces valeurs convienne au problème, il est nécessaire que 

les valeurs correspondantes de tang — C et de tang — c soient 

positives, ce qui exige que les différences A — B et a — h soient 
de même signe. Si cette condition n'est satisfaite par aucune 
des deus valeurs de B ou de i, le problème n'admet aucune 
solution -, mais, si elle est satisfaite pour l'une de ces valeurs, 
il y a nécessairement une solution correspondante. En effet, 
A — Beta — b étant de même signe, on obtiendra pour C et 
pour cdes valeurs comprises entre zéro et i8o degrés, par le 
moyen de deux des formules de Néper ; ces valeurs de C et de c 
seront les mêmes que celles qui seraient données par les deux 
autres formules de Wéper, car celles-ci se déduisent immédia- 
tement des deux premières en faisant usage de la relation 

tJDgj-(A 4-B) tangj 



siaA sin<i taDgi(A — B) tangi(a — 6) 

Il suit de là que les valeurs trouvées pour B ou 6, pour C et 
pour c, satisfont aux quatre formules de Néper. Si donc on se 
propose de résoudre un triangle avec les données «, è, C, pro- 
blème qui est toujours possible, on retrouvera nécessairement 
pour les éléments cbercbés les valeurs A, B, c. 

Les deux cas dont il s'agit ici sont nommés cas douteux des 
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tjiangles sphériçues, parce qu'il peut y avoir incertitude à 
l'égard de celle des valeurs de B ou de 5 qui convient au 
triangle que l'on doit considérer. Mais, dans les applications, 
cette incertitude disparait toujours par un examen attentif des 
circonstances du problème à résoudre. 

ISO. Deuxième méthode. — La méthode précédente ne doit 
être employée que dans le cas où il s'agit de déterminer l'élé- 
ment B ou S avec l'un des deux éléments C et c seulement. 
Trois logarithmes sont nécessaires pour le calcul de B ou 5, 
et l'espèce de cet élément étant supposée connue, il faut trois 
nouveaux logarithmes pour obtenir G ou c. 

Lorsqu'on a besoin de calculer les trois inconnues, on déter- 
minera l'élément B ou è comme précédemment, et si l'espèce 
de cet élément est connue, on pourra obtenir G et c par les 
formules (iï) et (12) dun" 123, qui exigent seulement la re- 
cherche de quatre logarithmes. 

Faisant donc 





A -;- I! =-^ S 4- 1 80°, A — B " D, 




«.;.. ô:^.s..}.,8o», a^l,^-d, 


puis 
M = 


S -1- rf ^ S — d ^^ j H- 1 
tang ^ ta.g ^ , K ^. umg ^ 




:-a, parles formules (11) du n" Î23, 




laiig - — ^— =: dz y'MH , lang — - — ;= - 



le radical devant être pris, dans la première formule, avec ]e 
signe des quantités M et N. 

On peut employer les formules (la) du n" 123 au lieu des 
formules (11); il n'y a aucune raison de préférer les unes 
aux autres. Lorsque le problème proposé admet deux solu- 
tions, si l'on a employé les formules (11), comme nous venons 
de le faire, pour le calcul de l'un des triangles, les formules (la) 
permettront de calculer les éléments du deuxième triangle, 
sans qu'il y ait besoin, pour cette opération, d'aucun loga- 
rithme nouveau. 
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Effectivement, désignons par C et c' les valeurs de G et c 
<jiii se rapportent au deuxième triangle; il faudra remplacer, 
dans les forniules (12) du n" 123, B par 180" — B, ou h par 
180° — &, ce qui revient à permuter entre elles les lettres S 
et D, ou s et rf, suivant que les données du problème sont a, 
è, A, ou A, B, a. Alors si l'on fait, pour abréger, 

.f-i-D * — D 



tang(^'-^'±45»)=±\/M'N', tang(^ + 45'>)=±^^- 

Lorsque les données sonto, 5, A, il faut prendre les signes 
supérieurs dans l'un et l'autre membre de la première formule, 
et le signe du radical de la deuxième formule est celui des 
quantités M' et M'. Si, au contraire, les données sont A, B, a, 
il faut prendre les signes inférieurs dans les deux membres 
de la première formule, et le radical de la seconde formule doit 
être pris avec un signe contraire à celui des quantités M' et !N'. 

Remarque. — On voit que la solution complète du pro- 
blème, même dans le cas où elle conduit à deux triangles qu'on 
veut calculer l'un et l'autre, exige seulement l'emploi de sept 
logarithmes. 

ISl. Troisiîîme méthode, — La solution la plus simple du 
problème qui nous occupe s'obtient par le moyen des trois 
formules dans chacune desquelles figurent les données avec 
l'une des inconnues. Cette méthode, qui exige le calcul de 
deux angles auxiliaires, est celle qu'il convient d'employer 
dans la plupart des cas. 

Supposons que les données soient «, ô, A; les formules qui 
déterminent les inconnues sont 



inC^ cosÈcosC. 
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Cliacime d'elles permet de calculer directement l'une des 
inconnues, et elle fournit en nn^mo temps un critérium pour 
reconnaître si un triangle est possible avec les données. En 
effet, ainsi qu'on l'a vn au n° 149, si l'on peut tirer de la pre- 
mière formule une valeur de B telle, que A — B soit de môme 
signe que a — 6, il y aura une solution du problème corres- 
ponàant à cette -valeur de B. Pareillement, si la deuxième for- 
mule fournit une valeur de c comprise entre xéro et i8o degrés, 
il est évident qu'il y aura une solution du problème corres- 
pondant à cette valeur, car le triangle formé avec les côtés &, c 
et l'angle A satisfera aux conditions de l'énoncé. De même, 
enfin, si l'on peut tirer de la troisième formide une valeur de C 
comprise entre zéro et i8o degrés, il y aura nécessairement 
une solution du problème correspondant à cette valeur, car 
on pourra toujours construire un triangle avec les éléments o, 
S, C. 

La première formule du système (i) est calculable parloga- 
ritlimes; pour obtenir c et C, on déterminera deux angles auxi- 
liaires <p et (^ compris entre zéro et 1 80 degrés, et tels que l'on ait 

(2) m>%<? = tangècosA, taiig^ = — -; 
les deux dernières formules (i) donneront alors 

(3) cos [c — ç) = ^?-''^, cos(C — «f^) —cuttttaDgZ'cosi^, 

Pour que le problème proposé soil possible, il faut que la 
valeur de sinB soit inférieure à i, et que les valeurs de 
cos(c — y), cos(C — ij;) soient comprises entre — i et 4-i; il 
est facile de s'assurer que ces conditions sont exprimées par la 
seule inégalité 

sm/'siuA ^ 



Si cette inégalité est satisfaite, on pourra calculer, par la pre- 
mière formule (i), une valeurM de B comprise entre zéro et 
90 degrés, et, par les formules (3), des valeurs NetPdec — Ç 
etC — ijj, comprises entre zéro et 180 degrés. Maison satisfera 
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aussi aux équations en prenant B = 180" — M, c — ç=: — N, 
C — ifi = — P; il est aisé de délermîner, dans chaque cas, les 
valeurs de B, C, c qu'il faut associer pour obtenir un triangle 
répondant à la question. Effectivement, si l'on introduit les 
angles auxiliaires <f> et if dans les formules 



celles-ci di 



(4) sin{c — ») = sinçHîM^, sin(C - 4) =,sinJ, ^^, 
^^' *■ ^' ^tangB ^ ^' ■ cosA 

ce qui montre que les différences c — 9 et C — jC ^^''^^ ^'^ 
même signe. On voit aussi, parles formules (4), que, si ces 
différences sont positives, les angles A et B sont tous deux infé- 
rieurs ou tous deux supérieurs à go degrés, tandis que, sic — û> 
et C — 1{) sont négatives, les angles A et B sont, i'un inférieur, 
l'autre supérieur à 90 degrés. D'après cela, les valeurs de 



C, c qui doivent être associée 


s seront 




B-:i8o" — M, <: = y--N, 


C = J^ — P, i 


siA<90^ 


B = i8o°-M, c:--^ï-!-K, 
B = M, c = ç — N, 


C::=>!.-hP, 1 


si A > 90", 



et chacune de ces deux combinaisons répondra certainement à 
un triangle, à moins que la valeur de c ou de C qui y figure 
ne soit pas comprise entre zéro et 1 80 degrés. 

Si l'on divise la première et la deuxième équation (4) res- 
pectivement par la première et la deuxième équation (3), on 
trouvera, en ayant égard aux équations (2) et à la première 
équation (i), 

(5) tang(c — 9) ti^laiigacosB, taT)g{C — '[i) =; — — , 



(6) tniig(c— œ) ^= sinSsinA tang(C — ^). 

Lorsqu'on a besoin du calculer les trois éléments inconnus, 
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et que l'on a obtenu B par la première formule (r), on peat 
employer avec avartLage les formules (5) et (6) pour achever 
la résolution du triangle; celles-ci exigent eflectivcraent un 
logaritlime de moins que les formules (5), et elles déterminent 
les différences c — (f, C — i|i par leurs tangentes. Pour le cal- 
cul, il est permis de regarder ces différences comme positives, 
c'est-à-dire comme égales à -i- N et à +P respectivement; 
mais alors, si l'on prend pour B la valeur M, il faut avoir soin 
de changer les signes des seconds membres des formules (5), 
quand l'angle Â est supérieur à 90 degrés. 

152. On procédera exactement de la même manière, si les 
données sont A, B, a. Les formules qui déterminent les incon- 



sinft — j 

siiiA 






cosàt=. — cosBcc 


.sCH- 


ainBsiiiCcc 


cotrtsinc— cotA t 


;i!îB -. 


- cosfl cosB. 



La première formule est calculable par logarithmes; pour 
trouver C et c, on calculera deux angles auxiliaires '^^ cf com- 
pris enlrezcroct 180 degrés, et tels que l'on ait 

(3) tang.]." — tangEcosa, taiigç — — ^^; 

les deux dernières formules (i) deviendront alors 

(3) c„.(C^--t)=-2î^, cos(=-,) = -c<,.Al.™gBco„. 



est satisfaite, la valeur précédente de sine sera inférieure à i ; 
pareillement, les valeurs de cos (C — 'I') et de cos { c — if ) se- 
ront comprises entre — i et +1 ; les Tables feront donc con- 
naître une valeur M de 5 comprise entre zéro et go degrés, ainsi 
que des valeurs N et P de c — ç et C — '|', comprises entre zéro 



y Google 



ClIAPITliE QUAîniÈillIÎ. 187 

et 180 degrés; mais on satisfera aussi aux équations en pre- 
nant 5 — 1 80" — M, C — if- = — P, c — tf =z — M. L'intro- 
duction des angles i|j et if dans les formules 

cet 6 sina — cotB sînC = cos-i cosC, 
cos&=:coscc()sc -r sinasinccosB 
donne 

(4) ».(€- + )= -.i.+ |5||, .;.(=-,)= -»,ïï^i 

il s'ensuit que les différences C — '^ et c — 9 sont de même 

signe; on voit aussi que, si ces différences sont négatives, les 
côtés a et h sont l'un et l'axitre inférieurs à 90 degrés ou supé- 
rieurs à 90 degrés; tandis que, si c — yetC — ip sont positives, 
les côtés o et J sont l'un inférieur, l'autre supérieur à 90 de- 
grés. D'après cela, les valeurs de b, C, c qui doivent être asso- 
ciées seront 



h .-^ 180° - 


-M, 


C — ^ -! . P, 


V :- 9 H- N, 
C r - ^ — N, 




«>9o", 


i^iSo"- 


-M, 


C=:J.-P, 




!si 


a < 90^ 



Chacune de ces deux solutions cesse d'exister, si la valeur 
de C ou de c qui lui correspond n'est pas comprise entre zéro 
et 180 degrés. 

Des formules (3) et (4) on tire 

(5) tang(C — 4.}= — tangAcosi, îang(c--ç) = — -— 



(6) taDg(C-.t,)r-._-:sin«smBtang(<7— î), 

formules qui faciliteront la résolution du triangle quand le 
côté b aura été déterminé. 

Toutes ces formules sont semblaljles à celles que nous avons 
obtenues au numéro précédent. On passe des unes aux autres 
en remplaçant «, 5, c, A, B, C, ç, ^l* par l^^s suppléments de 
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A, lî, C, «, Z», c, (fi f^ <^t, en effet, nous n'avons fait autre 
cliose ici que résoudre le triangle supplémentaire de celui 
dont nous nous sommes occupé au n" 151. 

153. Quatrième méthode. — L'introduction des angles 
auxiliaires f et i|i, dont nous avons fait usage dans la méthode 
précédente, équivaut à la décomposition du triangle ABC en 
deux triangles rectangles ou eu deux triangles j'cctilatères 



pai 



oyen 



c de grand cercle CD (Jig. 3 1 ) , 



né du 




sommet C au côté opposé AB. En effet, si l'arc CD fait un angle 
droit avec le côté ÂB, le triangle rectangle AC9 donne 

tangAD=-; tangicosA, cotACD = cosè tangA; 
si, au contraire, l'arc CD est mené de manière que sa longueur 
soit égale à un quadrant, le triangle BCD sera rectilatêre^ et 
il donnera 

titngBD^ — ~~, taagBCD = — taugBcosa, 

d'où il suit que les angles désignés par p et i}/ au n" iSl sont 
respectivement égaux à AD et ACD, tandis que les angles dé- 
signés par les inêmes lettres ç et ili au n" 132 sont respective- 
ment BD et BCD. 

La méthode fondée sur la décomposition du triangle pro- 
posé en deux triangles rectangles ou rectîlatères, et dont nous 
voulons nous occuper ici, ne ditïcre donc pas au fond de celle 
que nous venons de développer ; mais il convient de remarquer 
qu'on peut éviter l'emploi des sinus et des cosinus dans le 
calcul des éléments inconnus. 

Supposons, en effet, le cas où les éléments donnés sont a, 
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i, A. Désignons par B la perpendiculaire CD abaissée de C 
sur AB, on résoudra le triangle rectangle ACD par le moyen 
des formules 

1 tangf = laiigô cosA, coti]j ~: cosfi tang'A, 

( tangS = sinytangA^coaiJi tangè, 

après quoi le triangle rectangle BCD, dans lequel on connaît 

riiypoténuse a et le côté 6, fera connaître les trois éléments 

CBD — B ou iSo° — B, ED — -!-(c — ^), BCD^^(C~4); 

on peut appliquer à la résolution du. triangle lîCD le deuxième 
système de formules qui conviennent au premier cas des 
triangles rectangles, et l'on aura ainsi, à cause de l'indétermi- 
nation du signe des différences c — 15), G — 1]/. 



5(45.+iB) = ±^ï; 



gaêif^H-' 



{2) \ iangi(c — ï) = i±\/tang-(a — â)taiig^(û:-H9), 

Pour avoir les formules analogues qui conviennent au cas 
où les données sont A, B, <ï, il suffit de remplacer, dans les 
formules (i) et (2], A, B, C, a-, 5, c, $, ili, 6 parles supplé- 
ments de n, i, c, A, B, C, t{/, tf , 9 respectivement. 

La solution fournie par cette dernière méthode est évidem- 
ment moins simple que la précédente, 

154, Exemple. — On donne les côtés n, b et l'anglo A, 



«^iiS" 2'56",64, 
b~. 82'>33'28",4o, 

A zz_- 116^20' 2",-0, 

et l'on demande de calculer les angles B, C et le côté c. 
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Calcul de l 
slnB 






logsinÉ. .. 
— îogsln^ 
logsinA . . 



yS" o'5i",Go:-- 
io4"59' 8",4o = 



Calcul de l'angle C. 
~ cosé ' 



cotM 
coso ' 



log — cotA 1,6945773 

— logcosè 0,8934910 

log — tang4 o,588o683 

\ io4''38'36'',44 



logcotM 1 ,4'.76i77 

— log — coso 0,4075.468 

iogtangP 7,8348645 

P 34''2i'37",a5 



70" O'Sg", ig 
i38o5o'i3",6çi 



C = 4'±P.. 



tangf=iaagÈcosA=siiiS3ÎiiAtangv 
tangN — sinisinAtangP, 



logsinA 

log — tang-}.. 

log — tang^.. 



1,9964^45 
1,9534164 



. 0,536909a 



logsinA 

IogtangP . . 
log tangN . . 

N.. 





,7837054 


3i 


17' 16 


>79 


74 
37 


54 '3 1 


,06 
,64 



Première solution : 
B= ■jS" o'5i",6û, G= 70° 6'59",r9, c=t:. 74<'54'3i",o6. 

Deuxième solution : 
£=104=59' 8",4o, C = i38'>5o'i3",69, c = i3'j"29' ^'M- 
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Discussion dos cas tjui peuvent admettre deux solutions. 

153. Les deux derniers cas des triangles sphériques sont les 
seuls qui puissent admettre deux solutions, et encore ils jie les 
admettent pas toujours. Les formules qui se rapportent à ces 
deux cas font connaître le nombre des solutions et elles dé- 
terminent sans ambiguïté les éléments de chacune d'elles; il 
n'est pas cependant sans intérêt d'étudier les diverses cir- 
constances de ces deux problèmes; mais, parce qu'ils se ra- 
mènent immédiatement l'un à l'autre, ainsi que nous l'avons 
déjà dit, nous nous bornerons à présenter ici la discussion 
du cas où l'on donne deux côtfe «, 5, et l'angle opposé à 
l'un d'eux. 

Si /£:^è, on a aussi A--B, et les formules de Néper 
donnent 

cot — C = tangA.cos«, tang- c _■_ tang« cosA. 

Pour que le problème soit possible, il faut et il suffit que 
tangA et cosa, cosA et tanga aient le même signe, c'est-à- 
dire que A et a soient Ions deux inférieurs ou tous deux supé- 
rieurs à 90 degrés, il n'y a qu'une seule solution. 

Passons au cas général. Il faut, pour que le problème soit 

possible, que - — — soit moindre que i ; si cette condition 

est remplie, il y a deux valeurs de B qui satisfont à l'équa- 

. _ sin b sin A , , , ^ , . , , 

tion sinlî ^ —. — — : 1 une M est plus petite que 90 degrés, 

l'autre M' est égale à iSo^^M. 

Pour que l'une de ces valeurs de B réponde à la question, 
il faut et il suffit (n" 149) que A — B et « — b aient le même 
signe. Ainsi la condition pour que M réponde à la question est 
que A — M soit de même signe que a — i; de même, la con- 
dition pour que M' y réponde est que A — M' soit de même 



signe que a 



— 5. 



' Supposons A <[ 90" et 5 <| 90°. 



y Google 



1^2 TRAITÉ DE TRlGOnO^lËTRlE. 

Si a est < è, la formule sinB = "'"^"""^ donne M > A, 

et, à plus forte raison, M' > A ; il y a donc deux solutions. 
Si a est ^ 5, on peut avoir 

fi -h 6 < iSo", a + h = iSo", a -1- h > iSo". 

î>ans le premier cas, on a è<;i8o" — a, sîn&<^sina; alors 
lVIest-< A-, maisjM'étant^ A, iln'y aqu'uneseule solution. 
Dans le cas de «H- 5 = 180", on a Ô = 1 80°— a, sinS = sina; 
alors M ;= A et M' > A; il n'y a donc aucune solution. Dans 
3e cas de a + ft^iSo", on a A]>i8o'' — «, sinÈ^sin«[; 
alors M est > A, et, à plus forte raison. M' > A; il n'y a 
donc aucune solution. 

2" Supposons A <; 90** et i ^^ go". 

La formule B =^ — : ^ donne encore M ^ A, et, par 

suite, M' ^ A, à moins que l'on n'ait a = go", auquel cas on 
a M = A. Il y a donc deux solutions si a est <^ 90", et i! n'y 
en a aucune si fl =^ ou ^ 90". 

3" Supposons A <^ go" et J ^ 90". 

Si a est <; 5, on peut avoir 

a^ 6<l8o°, a-\-b = i%o-\ «-[-(■;> 180°. 

Dans le premier cas, on a 6 <[i8o" — «, sini^ sîna : alors 
M est >■ A, et, à plus forte raison, M' est ^ A; il y a donc 
deux solutions. Dansle cas de rt-!-5=;i8o", on a 6 = 180 — «, 
sinS^sinn: alors M = A, M'>Ai il n'y a donc qu'une 
solution. Dans le cas de «H~i]>i8o'', on a 5^i8o" — a^ 
sinft <^sina: alors M est <; A; mais comme M' est ]> A, il y 
a encore une solution. 

Si a est ^ é, on a sin ■<[ sine, puisque o et 5 sont obtus : 
alors on a M>- A, et, à plus forte raison, M'^ A; il n'y a 
donc aucune solution. 

Les hypothèses A = 90° et A ^ go" se discutent de la même 
manière ; on peut comprendre tous les résultats dans le tatleau 
suivant ; 
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iii<^b . . , , deux solutions, 
a^h «ne solution, 
(I < é et « -h 6 ■< 180° une solution, 
a'p- b et a -h b =3; ou >■ 180°. aucune solution; 

C'qC' {a<'b deux solutions, 

•^ 1 è = 00° ! 

I f « = ou > ô aucune solution; 

a [«<;& et (î 4- ô<;!So° deux solutions, 

I b > an" < a<^b et u H- ft = ou ^ 1 80" . une solution, 

■ [ a ;;= ou ^ è ..-■., aucune solution ; 

il (7 u= 6 ou <; ô aucune solution, 
fi<^9Q" }a^b et<îH-&<; 180" une solution, 
[a^b et â-h è^ou^iSû". aucune solution ; 
(a^b une infinité de 
_,_ b=:^o'' } solutions, 

j ( rt <; & ou > /! aucune solution ; 

I /([<;;■ et « -h i = ou <C rSo". aucune solution, 

è'^go" î n<^È' et a -h b ^180".. .... «ne solution, 

( f a ^ ou ^ è aucune solution ; 

I û = ou <; 5 aucune solution, 

I à<90" / a^b et a -h Z' = ou < 180°. une solution, 

\a^b cl a-T- b > 180° deiiK solutions; 

1 û =: ou < è aucune solution, 

A>.9o°/ I t!>.è t deux solutions; 

[ «<;i et (ï -hè = ou-<i8o". aucune solution, 

ltf<;6 etM-T-&^ iSo" «ne solution, 

\a^=b une solution, 

\ a'^b deux solutions. 



ô>90° 



Problèmes de Trigonométrie spliérique. 

156. Pkoblème I. — Calculer le -volume d'un parallélépi- 
pède oblique, connaissant les longueurs des arêtes et les 
angles que ces arêtes font entre elles. 

Soient a, S, y les trois arêtes qui aboutissent à Y\xn des 
Tr!s- s. i3 
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sommets du parallélépipède. De ce sommet eomme centre, avec 
un rayon égal à runîté, décrivons une splière, qui coupera les 
faces déterminées par les arêtes S et y, y et a, « et ê suivant un 
triangle sphérique. Les côtés a, h, c de ce triangle seront pré- 
cisément les angles plans donnes de l'angle trièdre, qui a pour 
sommet le centre de la sphère, et les angles A, B, C seront 
égaux aux angles dièdres du même angle trièdre. 

La base du parallélépipède a pour mesure kS sine; si donc 
H désigne sa hauteur, le volume demandé V sera 

Mais si, par le sommet d'où la liauteur H est abaissée, on mène 
une perpendiculaire H' sur l'arête a et que l'on joigne le pied 
de H' à celui de H, cette dernière droite fera avec H' un angle 
égal à A, et l'on aura, par des triangles rectangles, 
H' = 7 sine, H — H'sinA = 7 sia& sinA; 

par conséquent, 

V — aSvsinèsincsiiiA. 

Or, si l'on fait a -1- h -[-0=:-- ip, on a (119) 



"S V Rin6sinc 

2 V siiièsine 



et, par conséquent, 

^'"^ = ài^é^c t^sinp sio(;> - .■») sm{p - b) ûii{p~~c); 

donc 

V = 5. «§7 v'5m/,sm/p-«).in(^ - b) sia{p - c) ; 

on peut écrire aussi (HO) 

V^=a^i'/^i — cor' a — co&'h ~ cos'c H- a cosa cosi cosc. 

Remauque. — Si l'on prend le sixième de cette expression, 
on aura le volume d'un tétraèdre en fonction de trois arêtes 
conligucs a, ê, y et des angles o, h, c, que ces arêtes font entre 
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elles. De là on peut déduire très -aisément l'expression du vo- 
Inme d'un tétraèdre en fonction de ses six arêtes. 

157. Problème II. — Réduire un angle à l'horizon. 
Supposons qu'itn observateur placé au point O [fig. Sa) ait 
mesuré les angles formés avec la verticale 00' par les rayons 




visuels OP et OQ dirigés vers deux points fixes P et Q, et qu'il 
ait m.esuré aussi l'angle POQ formé par ces rayons visuels; 
on demande de trouver l'angle P'O'Q' qui est la projection de 
POQ snr le plan horizontal. 

Si l'on imagine une sphère décrite du point O comme centre, 
avec l'imité pour rayon, elle sera coupée par les trois faces de 
l'angle trièdre en O, suivant un triangle spliérique ABC, dont 
les côtés seront précisément les angles observés ; tandis que 
l'angle P'O'Q' qu'il faut trouver est égal à l'angle C de ce 
triangle sphériqne. On est ainsi ramené à l'nn des cas des trian- 
gles spliériques dont nous avons donné la solution au n" 142. 

158. PnoELÈME ÏII. -— £tant données les latitudes et les 
longitudes de deux points de la surface de la Terre, trouver 
la distance de ces deux points. 

Soient (fig. 33) P le pôle boréal, P' le pôle austral, EGE' 
l'équateuret G le point de cecercle à partir duquel se comptent 
les longitudes. Supposons que GE soit le sens des longitudes 
orientales, et GE' celui des longitudes occidentales. Soient 
PACP' et PBDP' les méridiens qui passent par les deux 
points donnés, dont on connaît les latitudes AC, BD, et les 
longitudes GC, Gû; soit enfin AB l'arc de grand cercle qui 
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joint les points A et C. Dans le triangle sphériijue PAR, on 
connaît l'angle P et les deux côtés qui comprfiniieut cet angk. 

Fis. 33. 



En eiFet, l'angle P est égal à la ditlërence des longitudes don- 
nées, lorsque celles-ci sont toutes deux orientales ou occiden- 
tales; et le même angle P est égal à la somme des longitudes 
données ou au complément de cette somme à 36o degrés, lors- 
que l'une des longitudes est orientale et que l'autre est occi- 
dentale. En outre, le côté PA est égal à 90" — ou -{- la latitude 
du point A, suivant que cette dernière est boréale ou australe ; 
et, do même, le côté PB est égal à 90" — ou + la latitude du 
point B. 

Convenons que les longitudes soient positives ou négatives 
suivant qu'elles seront orientales ou occidentales, et pareille- 
ment que les latitudes soient positives ou négatives suivant 
qu'elles seront boréales ou australes. Si l'on désigne par L et 
L' les longitudes des points A et B, par 1 et X' les latitudes des 
mêmes points, on pourra (146etl47) calculer le côté AB — x 
par l'une ou l'autre des deux formules 

cos^. = îîiiiîii^î!, cm',,=:± ''°^'^~'''' 

Quand on fait usage de la première formule, il faut calculer 
préalablement l'angle auxiliaire ç par la formule 
tangf ==coticos(L' — L); 

si l'on veut au contraire employer l'angle m, on le calctilera 
par la formule 

tangw ^— ■ — î-^- '- ^1 
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Supposons l'angle x évalué en degrés, la demi-circonférence 
d'un méridien terrestre étant égale à 20000 kilomètres; ou 
aura, pour la longueur de AB en kilomètres, 

AB = -Xiooo. 
9 

159. Exemple. — On demande la distance de Saint-Pè - 
lersbourg à P^alparaiso, sachant que l'on a : 

Pour Saint-Pétersbourg [Observatoire], 

lat. sept. ;=X = 59''56'3o", long, orient. =1=1 = ^7''58' c3"; 

Pour Falparaiso {F. S. Ant.), 

lat. aust. =:X'=T^33"i'55'', long, occid. ^ L' ==; — ^S^S^'aa". 



Calcul ds l'imgie mtxiliaire ç. 
tang<f> = coticos(L'— L). 

logcoti 7,7624599 

log--c(fô(L'^Lj... Î,3i52455 
iog — tangf. , 



1,0777054 



Calcul de la distance a. 



sin 


XsinlV+?î 




008 T 


logsin(V-^v).. 


.... 1,8067240 


lo cos^ ^ 






i „z-ijy 







QUESTIONS PKOPOSBES. 

I. Démontrer que, si l'on joint les sommets d'un triangle sphériquoaveo 
les milieux des côtés opposés pav des arcs de grand cercle, ces arcs se 
couperont en un même point 0, Si a désigne l'arc qui joint le sommet A 
au milieu du côté a et que h' et a" soient les parties de a comprises, la 
première entre le sommet A et le point 0, la deuxième entre le point 
et Je côté a, on a 






^ 



II. Démont e q o les "Tands cercles menés par les sommets d'un 
triangle ''ph r i e p rj eud culiiren nt 1 ix côtés opposés se coupent aus 
lieux n é I es \ oiats Trouv i les 1 n e rs des arcs compris entro un de 
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leurs pointa d'intersection et les sommets, ou entre les sommets et les 
côtés opposés. 

m. Résoudre un triangle sphérique rectangle, comiai'ssaut l'hypoténusa 
et le rayon du cercle inscrit. 

IV. Résoudre un triangle sphérique, connaissant un angle, le côté op- 
posé et la somnie ou la différence des deux autres côtés. 

V. Résoudre un triangle sphérique, connaissant un angle, l'un des côtés 
qui comprennent cet angle et ta somme ou la différence des deux autres 
côtés. 

VI. Si, dans un triangle s 

sinA 



deux des trois côtés sont respectivement égaux aux angles opposés , tan- 
dis que le troisième côté est le supplément de l'angle opposé; en outre, 
la tangente de l'un des arcs 4^° -<- 1", 45° -h ^b, 4^° ■+■ i" est égale au 
produit des tangentes des deux autres arcs. On propose de démontrer ces 
résultats et de résoudre le triangle lorsqu'on connaît deux côtés, ou un 
côté et la somme des deux autres , ou enfin un côté et la différence des 
deux autres côtés. 

VU. ïlésoudre un triangle sphérique, connaissant les sommes obtenues 
en ajoutant chaque angle avec le côté qui lui est opposé. Si l'on lait, pour 
abréger, 

Â-Hrt = iBo-' + aa, B-L-t = iSo°-ha@, C -.!- c = iSo" -[- 27 
et 

puis que l'on détermine un angle ausiliaire ç compris entre zéro et 
180 degrés par la formule 

_ + a\/costicos(CT — «icosiis — ë}eos ( g — 7) 
°'^~ sinœsinSsin-j' ' 

on pourra calculer ensuite les différences A — a, B — 6, C — c par les 
ibrmules 

tang|(Â~«] = cotKCosT, 

tangi(B — i) — cotScosTi, 

tang4^{C — c) =: cotïcosy. 
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CHAPITRE y, 

COMPLÉMENI DE LA THÉORIE DES FONCTIONS CIRCDLAIRES. 



Ves expressions imaginaires, 

160- Coiiforméinent à l'usage adopté, nous représenterons 
par i l'imaginaire ^ — i , et nous appellerons expression ima- 
ginaire toute expression de la forme 
A <- Bi, 

où A et B sont des rjuantités réelles, positives, nulles ou né- 
gatives. 

Quand nous saurons d'avance que deux quantités réelles 
A' et B' sont respectivement égales à deux autres A et B, nous 
dirons que les expressions A 4- Bi et A'+ Wi sont égales. 

II est évident que si l'on a plusieurs égalités de la forme 
A-hBi — A' + B'i, 

et qu'on les multiplie membre à membre, en opérant comme 
si i était une quantité réelle, on obtiendra une égalité dans la- 
quelle les coefficients des mêmes puissances de i seront égaux; 
l'égalité subsistera donc q\iand on rabaissera les exposants 
de (' au-dessous de 2, en faisant usage de l'équalion i^ = — i. 
Quelle que soit l'expression imaginaire A-f-Bi, on peut 
toujours trouver une quantité positive p et un arc a tels, que 
l'on ait 

En eifet, il suffit de prendre 

p = -I- v'ÂM^', 
_ A, - _ B _ 

" -4- yJA? -1-1? " -i- v^A^+B' ' 
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par conséquent, on peut écrire 

A-+-Bi = pC0sa-f-/psm<3 
ou, si l'on veut, 

Quand une expression imaginaire est ainsi ramenée à la 
forme p (cosa-t-isinn), la quantité positive p est dite son 
module; l'arc a est son argument. 

Le module d'une expression imaginaire donnée est déter- 
miné, mais l'argument ne l'est pas entièrement; car une ex- 
pression imaginaire ne change pas quand on ajoute à son ar 
gument ou qu'on en retranche un nombre quelconque de 
circonférences. 

Les quantités positives et négatives peuvent être considé- 
rées comme des expressions imaginaires dont le module est 
égal à leur valeur absolue et dont l'argument est un nombre 
pair ou impair de demi-circonférences; car, soit Aun nombre 
positif, on a, quel que soil l'entier ^, 

-+- At= A(cosaifjc-4- isina^Tt), 

~A = A[cos(2A-hi)irH-(sin(3/--4-i)w]- 

Pour que deux expressions imaginaires soient égales, il faut 
et il suffit que leurs modules soient égaux, et que leurs ar- 
guments diffèrent d'un multiple de la circonférence. Sup- 
posons, en effet, que les expressions p(cosa4- ! sin«) et 
p'(cosa'-i- isina') soient égales ; on a 

et, si l'on ajoute ces équations après les avoir élevées au carré, 
il viendra 

p==p'=, d'où p=::p'; 

les modules étant égaux, les arcs a et a' ont même sinus eï 
même cosinus ; donciisnepeuvcntdifférer, s'ils sont inégaux, 
que par un multiple de la circonférence. 

Les arguments de deux expressions imaginaires conjuguées, 
telles que Ah-Bï et A — Bi, ont même cosinus, tandis que 
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leurs sinus sont égaux et de signe contraire; la somme de 
ces arguments est donc égale à un multiple de la circonfé- 
rence. 

Opérations sur les expressions imaginaires, — Formule 
de Moivre pour un exposant entier et positif. 

\^\ . Théorème, — Le produit de deux expressions imagi- 
naires est une expression imaginaire dont le module et l'ar- 
gument sont rfispecticement le produit des modules et la 
Somm,e des arguments des facteurs. 

Considérons d'abord deux expressions imaginaires 



ayant l'uniLé pour module. Si l'on cil'ectue leur produit, il 
viendra 



(es» 


H- /sma)(cosè-h/sin6} 




= ■ 


cosii cosft H- ( (sitta COS& -1- coso sinô) -h : 


'sinasinô, 


ou, à cause de i^:-; — i, 




(cos- 


-h/sina)(cos& + ;sin^'} 




= 


(cos«oosS~ sinosinS) + .(sinooosS -h . 


josasinë). 


Or nous s 


•von. que IW a 





on peut donc écrire 

(eo,. + ,sm.)(oosi. + ismS) = co,(. + 6) + ;,m(<. + 6). 

Soient maintenant p (cosa-t- (sina), p' [cosh-+- s sine) deux 
expressions imaginaires ayant respectivement pour modules p 
et p'; on a 

,(eo.» + ,-sm«)Xf'(cos6 + ism6) 
= fp'x(»s<.-i-ism«)(o,«i-i-,-sm6), 
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et, par conséquent, 



f(™" + ■■"■■'■) xp'(. 

= fp'[c..(,+ S) + 



«(» 



,inJ) 



CouoLLArnE I. - — Le quotient de deux expressionx imagi 
naires est une expression imaginaire dont le module et l'ar- 
gument sont respectivement le quotient dos modules et la 
di_ffére7ice des arguments du dividende et du diviseur. 

Car, soient les deux expressions 



f(0. 



,«} et p'(co3èH-ism&); 



e-,[c<.i(«-i)-!-i.ii,(»-S)lXf'(co5i.+ iBmS)=p(»!«-i 



f(°°-<' + - 



p'(c« 



= ?;[cos(<.-S)-H-f!m(.~«)]. 



GoROLLiittE n. — Xe module et l'argument du produit de 
tant d'expressions imaginaires que l'on voudra sont égaux 
respectivement au produit des modules et à la somme des ar- 
guments des facteurs. 

En effet, pour multiplier les deux premiers facteurs, on 
multiplie leurs modules et l'on ajoute leurs ai'guments. Pour 
multiplier ce produit par le troisième facteur, il faut multi- 
plier son module par celui du troisième facteur, et ajouter à 
son argument celui de ce troisième facteur, et ainsi de suite. 

GonoLLAiRE III. — Pour élever une expression imaginaire 
à une puissance entière et positive de degré m, il faut élever 
le module à la puissance m, et multiplier l'argument par m. 

Cela résulte immédiatement du corollaire II, en supposant 
égales entre elles toutes les expressions imaginaires que l'on y 
considère. 

Soit, en particulier, cosi7 4-isin« une expression imagi- 
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naire de modtile i ; on a 

C'est dans cette égalité que consiste la formule de Moivrc. 

162. Théorème. — Le module de la somme de deux ex- 
pressioTis imaginaires est compris entre la somme et la diffé- 
rence des modules de ces expressions. 

En effet, soient les deux expressions imagi 
p{cosa-i-isiaa), p'(cosa' + ^si 
et posons 

R(cosA-!- ;sinA)^p{cosc4- isinu)-!- p' (■ 
on aura 



Si l'on ajoute ces égalités après les avoir élevées au carré, et 
que l'on extrai e la racine carrée des deux membres de l'égalité 
résultante, il viendra 



on a donc 

^<^ie-*-p'Y ou <p-hp', 

On déduit de là cette proposition plus générale : 

CoftOLLAinE. — Le module de la somme d'un nomhre quel- 
conijue d 'expressions imaginaires ne peut surpasser la somme 
des modules de ces expressions. 

Multiplication des arcs. 

163. La forniide de Moivre donne immédiatement les va- 
leurs de cos/na et de sinma, en fonction de cos« et de sina. 
*ii, en effet, on développe le second membre de l'égalité 
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en ayant soin de rabaisser les exposants de i au-dessous de 2, 
au moyen de l'équation t*=; — i, il viendra 





1 »■'»•■ 


-,)(„.-,)(»-3) 




,.a.3.4 


H- ? - cos'"- 


.,,.i„^ "■(»'-■)(»•-")„..- 






-'-^àië-'"'-' 


on a donc 






coswa ^ cos^i 


m{m — l] ^ ^ . ^ 




T. 3 




-\-- 


■ (™-,)(»-,)(™-3) 




■ .a. 3.4 




.m™==™co 


s-.,i„.-»'-^]i;-^î!c„ 






.(™-^.)...(»^4) ...,„,..;„.. 



I.a.3.4.5 

Ces formules donnent les valeurs de cosnîti et de sinmw en 
fonction de eosa et de sina. En remplaçant successivement 
sin<ï par ^i — cos^o et cosa par \/i — sin'a, on obtiendrait 
les expressions de cosm« et sinma en fonction de cosa ou de 
sinrt seulement; nous ferons connaître plus loin ces expres- 
sions, et nous nous bornerons ici à une remarque essentielle. 

Les termes des seconds membres des équations (i) sont tous 
du degré m par rapport à sina et cosa; la première de ces 
équations ne contient que des puissances paires de sina et que 
des puissances paires ou impaires de cosiï, suivant que m est 
pair ou impair. La seconde équation, au contraire, ne contient 
que des puissances impaires de sinn, et que des puissances 
impaires ou paires de cosa, suivant que m est pair ou impair. 
On peut conclure de là : 

i" Que cosma et —. sont exprîiïiables, en fonction de 
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cosa, par des polynômes entiers et rationnels, Je premier du 
degré m, le second du degré m — i, et dont tous les termes 
ont des degrés de même parité ; 

2° Que cos ma et — j si m est pair, ou sinm^ et — — -— ? 

si ni est impair, sont exprimables, en fonction de sino, par 
des polynômes entiers et rationnels, le premier du degré m, 
le second du degré m — i, et dont tous les termes ont des de- 
grés de même parité. 
Si, dans la formule 



et l'on tire des deux équations précédentes 



il est souvent utile de prendre sous cette forme les valeurs de 
cosma et de sinm«. 

En divisantla seconde des équations (i) par la première, il 

vient 

■)("■- 



siu ma 


"" "■""" 1.2.3 


COS ma 


„,., »■(»-■) „._.,.i.., , 








in. m(™-,)(»-a)sbV, , 


c 


osfi 1.2.3 COS'a ' 




™(m-,)>m'i 1 




'■' "''" 


OU 


,.,,.-. '»(»-i){">-2),,„j„ , 


(3) tangffla= 




, """'-'.«ns-,., "•'"-'"'?,"-"'-"■.<. ■-■ 
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formule qui fait connaître taiigm« en fonction rationnelle de 
tangii. 

Difision des arcs. 

164. Supposons d'aliord que l'on demande de trouver 
cos — r=: X, connaissant cosa ;^ A. 

Si dans la première des équations [i) du n" 163 on change a 
en —5 et que l'on remplace ensuite cos —■> sin —i et cosa 
par x^ \ji-^ x' et A, on obtiendra une équation de la forme 
(.) /W-A = o, 

où.f[x) désigne un polynôme du degré m dont tous les termes 
ont des degrés de même parité. Le problème dépend donc 
d'une équation de degré m ; c'est ce qu'on peut établir «pz-i'on. 
Soit a l'un quelconque des arcs qui ont A pour cosinus; les 
valeurs de a seront comprises dans la formule sAtt ± or, et l'on 
satisfera à l'équation (i) en prenant pour x le cosinus de l'un 
quelconque des arcs 



où h désigne toujours un entier indéterminé. Si l'on donne à 
h, dans l'une de ces formules, deux valeurs qui diffèrent d'un 
multiple de /w, on obtient deux arcs qui diffèrent d'un mul- 
tiple de la circonférence et qui ont par conséquent le même 
cosinus; il suffit donc de donner k k, m valeurs consécutives 
quelconques o, i, a,.--, m — i par exemple. 11 est même 
inutile de considérer les deux formules, car si l'on donne à k 
une certaine valeur k' dans la première formule, et la valeur 
m — k' dans la seconde, on obtient deux ares dont la somme 
est égale à btt, et qui ont, par suite, le même cosinus. D'après 
cela, l'inconnue x n'est susceptible que de m valeurs qui sont 
généralement distinctes; ces valeurs sont celles des t 
des m arcs 
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Ilcoiiivientdereinarquerque,sÎ7n est un nombre composent, 
la résolution de l'équation (i), qui est du degré m, se ramène 
immédiatement à la résolution de deux équations, l'une du 

degré n et l'autre du degré p. Si, en effet, on pose cos - ^j-, 

on aura, pour déterminer x^ une équation de degré p telle 
que 

j,(,,)-j=„. 

y étant donné par une équation de degré n, 

L'équation (i) résulterait d'ailleurs de l'élimination de^ 
entre ces deux dernières. De même, si n était un nombre com- 
posé ijr, la résolution de l'équation ts [f) — A = o se ramè- 
nerait à celle de deux équations des degrés ^ et /■ ; et ainsi de 
suite. 

165. Supposons, en deuxième lieu, que l'on demande de 
trouver sin — ::= x, connaissant sinii = A, 

Si dans la deuxième des équations (i ) dun" 163 on change a en 

— » et que l'on remplace ensuite sin — j cos — et sin<ï par x^ 

yji — X et A, on obtiendra, si m est impair, une équation dt; 
la forme 

f{x) désignant un polynôme entier et rationnel du degré m 
dont tous les termes sont de degrés impairs; on voit que le 
problème dépend d'une équation de degré m. Mais si m est 
pair, on obtient une équation de la forme 

oùy{:c) désigne un polynôme de degré m — i dont tous les 
termes sont de degrés impairs. En élevant au carré les deux 
membres, il vient 
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on voit que le problème dépend d'une équation de degré zm. 
A la vérité, cette équation peut être abaissée au degré m au 
posant x^ = ^, parce qu'elle ne contient que des puissances 



paires 



de^. 



On arrive aux mêmes conséquences par les considérations 
dont nous avons déjà fait usage. Si l'on désigne par a le plus 
petit arc positif ayant A poiu" sinus, et par A un entier indé- 
terminé, les valeurs des x seront les sinus des arcs 



Il suffit de donner à, Je, m valeurs consécutives, o, i, 2, ■ . ., 
m — r par exemple ; car à deux valeurs de k qui diffèrent d'uii 
multiple de m répondent, dans chaque formule, deux arcs qui 
ont le même sinus. Deux arcs d'une même formule ne peu- 
vent avoir le même sinus tant que « reste indéterminé, car 
la différence de ces arcs est inférieure à ait, et leur somme, 
qui dépend de a, ne peut se réduire en général à un nombre 
impair de demi- circonférence s. Voyons si deux arcs, tels que 

peuvent avoir le même sinus. La différence de ces arcs dépend 
de œ, et elle ne sera pas en général un multiple de la circon- 
férence; leur somme est égale à 



et elle ne peut être un multiple de la demi- circonférence si m 

est pair ; donc, dans ce cas, a: est susceptible de am valeurs 
distinctes. Mais, si m est impair, on peut toujours, quel que soit 
le nombre h compris entre zéro et m, trouver un entier k' com- 
pris entre les niémes limites, et tel qu'on ait 

i/.-'.-2k' -•r-i=m ou :im, 
c'est-à-dire 

i' = HLZl — A- ou = -?'^' — A-, 



yGoosle 



CHAPITRE CINQUIÈME. 209 

donc, si m est impair, ^ n'est susceptible que de m valeurs. 
On reconnaît aisément que les m arcs de chaque formule ont, 
dans le cas de m pair, leurs sinus égaux deux à deux et de 
signes contraires. 

Le problème dont nous venons de nous occuper donne lieu 
aux mêmes remarques que Is précédent; il suffit de les avoir 
faites une fois. 

166. On verrait de même que, si l'on donne cosn, la déter- 
mination de sin — dépend d'une équation du degré 2m,et que, 

ai l'on donne sinra, celle de cos ~ dépend d'une équation du 
degré m ou du degré zm, suivant que m est impair ou pair. 
Enfin, quand on donne tang«, la détermination de tang - 
dépend dans tous les cas d'une équation de degré m. 

Hésolution de, l' équation hinôme z'" ~^ i . 

167. Proposons -nous de trouver les racines de l'équation 
binôme 



Si l'équation proposée admet une racine imaginaire, cette ra- 
cine aura pour module l'unité (161, Corollaire III), et elle 
sera en conséquence de la forme cosç ■+- i sincf . Pour que cette 
expression soit effectivement racine, il i'aut et il sufîiL qui: 
l'on ait 

o'est-à-dîre 



A désignant un entier arbitraire. L'équation (i) est donc salis- 
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faîte par toutes les valeurs de z comprises dans la forn 



Pour que deux valeurs V et k" de k correspondent à deux 
valeurs égales de z, il faut et il suffit (160) que la différence 

des arguments — — -, ~ — - soit un multiple de air, ou, eu 

d'autres termes, que k' — h" soit un multiple de m. La for- 
mule (2) donne donc m valeurs distinctes de z, et elle n'en 
donne pas plus de m; on oLtîendra ces valeurs en donnant à 
^, m valeurs consécutives quelconques entre — - co et -[- 00 , 

par exemple. 

L'équation (1) a une ou deux racines réelles, suivant que m 
est impair ou pair; les racines imaginaires sont conjuguées 
deux à deux. Dans tous les cas, on obtient deux racines con- 
juguées en donnant à h deux valeurs complémentaires à m 
dans ia formule (2); car, en changeant A en nj — ^, cette for- 
mule devient 

L'J.T! , . 2^K 



Il résulte de là que les m racines de l'équation (i) sont aussi 
comprises dans la formule 



où il suffit de donner à k les valeurs 0,1, 2, . . . , — si m est 

pair, et les valeurs o, i, 2,..., ■ si m est impair. Dans le 

premier cas, les deux racines réelles correspondent à ^ = o 
et h ■■= —; dans le second cas , la racine réelle correspond 

168. Supposons que m soit un nomb."e impair aw-Hi; 
l'équation s'" — i =:: o peut être abaissée au degré n. En elfet, 
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i l'on divise cetLe équation par z''{z — i), il viendra 



<;t si l'on pose 

on trouvera aisément 

Gomme on a Vo ^::= a et V, = x, on pourra, en faisant usage de 
la formule précédente, exprimer successivement V9, Vj, .. . 
en fonction de ^; on trouvera ainsi 

V, = ,c' — 2, 

V5 — 3:= — 3^, 



et l'équation proposée se transformera en une équation 
du degré n. L'expression des racines de la proposée est 



les racines de l'équation en x sont donc représentées par la 
formule 



dans laquelle on doit donner à k toutes les valeurs i 



169. Propriétés des racines de l'équatiok s'" = i.— -i" Si 
l'on fait 
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on a, par la formule de Moivi'e, 



par conséquent, les in racines de l'éi/iialion i 
être repiésentées par 



c'est-à-dire par les puissances de l'une d'entre elles. 

2" Si l'on SI m = np., n et p étant deux nombres premiers 
entre eux, on obtiendra toutes les racines de z'"=i, en mul- 
tipliant les n racines de ^''= i par les p racines de z'' := i. 

_, „ . zAk . sinaifw . , „„ 

En effet, soit «^^cos t-i —une racme de z"P:=t i; 

net pétant premiers entre eus, on peut trouver deux entiers | 
et n, tels que 



d'où l'on conclut que toute racine de z"'' := 1 est le produit 
d'une racine de s" = i par nne racine de sf ^ 1 1 par consé- 
quent les np racijws de l'équation z"^^^ i sont les produits 
que l'on obtient en multipliant les n racines de a" =^ i par 
les p 7-acines de zP=i. 

3" La résolution algébrique de l'équation z'" ^i,où m est. 
un nombre composé, se ramène à la résolution des équations 
de même forme ajant pour degrés les nombres premiers ou 
puissances de nomhres premiers qui divisent m. 

En effet, soit m = "/>?,- ■ ■ n, p, q,.. . étant des nombres 
premiers ou des puissances de nombres premiers inégaux; on 
aura les racines de l'équation z"!" =— i en multipliant celles de 
z" = i par celles de s^ = i . Pareillement, on aura les racines 
de 3"''' = ! en multipliant celles de z"''=;i parcelles de s'--i, 
et ainsi de suite. D'où l'on peut conclure que les diverses ra- 
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dues de z'" =; i s'obtiendront toutes en multipliant une racine 
de z" = I par une racine de zf" := i , puis par tme racine de 
zi — i,.... 

Des polygones réguliers. 

170. Concevons une circonférence partagée en m parties 
égaies, et joignons les points de division consécutifs; on for- 
mera le polygone régulier inscrit de m côtés. Si n est un nom- 
bre inférieur et premier à m, et <jue l'on joigne les points de 
division de n en «, ou, ce qui est la même chose, Aam — n en 
m — n, on ne reviendra au point de départ qu'après avoir 
passé par tous les sommets, et la figure gue l'on aura formée 
est ce que l'on nomme un polygone régulier étoile. Mais si m 
et n ont un diviseur commun 9, on ne passera gue par un 

nombre — de sommets, et la figure obtenue sera un polygone 
régulier de -r côtés seulement. On voit, d'après cela, qu'il y a 

autant de polygones réguliers de m côtés gue de nombres pre- 
miers à m et inférieurs à la moitié de m. 

Le problème de la division de la circonférence en m parties 
égales se ramène à la résolution algébrique de l'équation bi- 



ar on a vu gue les racines de cette équation sont données pai 
ï formule 



D'ailleurs - — est l'arc sous-tendu par le côté du polygone 

obtenu en joignant les points de division de k en A, et l'on 
pourra connaître en conséquence les lignes trigonomé triques 
de cet arc si l'on sait résoudre l'équation z" = i , 

Enfin on a vu que, si m est un nombre composé, la résolu- 
tion de l'équation z"'~zi se ramène à celle d'équations de 
r.ième forme dont les degrés sont les nombres premiers ou 
puissances de nombres premiers gui divisent m; donc le pro- 
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blême de la division de la circonférence en m parties égales v. 
susceptible de la même simplification. 

Wons allons esam.inerles cas de la division en trois, en cini 
en quinze et en dix-sept parties égales. 

171 . Division de la circonférehce eh trois 
— Elle dépend de l'équation 

étant la racine i, il vient 



i de cette équatic 
: ■- on a donc 



C'est la valeur du côté de l'hexagone régulier inf 
déduit facilement le côté du triangle équilatéral. 

172. DlVlSIOS DE LA CIRCOUFÉREirCE LM CJÏÏQ 

— EUe dépend de l'équation 



étant la racine i et faisant z -1 — --— x 

j:' -[-:!■— t ^ O, 

qui a pour racines (168) 
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On trouve d'ailleurs, eu résolvant l'équation, x = — — ^ ; 

clon<î 

■ JL — ~-'-^^ ■ ^ _ i + \/5 

Ce sont les valeurs des côtés des décagones régtilîers ordinaire 
et étoile; on en déduirait facilement les côtés des pentagoiies 
réguliers ordinaire et étoile. 

i73. Division be la cihconféeewce eïï quihze parties 
ÉGALES. — Elle dépend de l'équation 

de laquelle il faut oter les racines de z" — i = o et celles de 
3" — : I ^r^ o; divisant donc cette équation par ^ — — j 

Enfin, si l'on divise le premier membre par z'' et que l'on pose 
z-\ — =3 x^ il viendra 

(3) ^._,,>_,.4.^>_|_4^.^î^_-(,; 

cette équation a pour racines (168) 

2jr 1\t: Sît I^tt 



Ce sont, en valeur absolue, les côtés des polygones régufiera 
ordinaire et étoile de trente côtés. 

Les quinze racines de l'équation (i) s'obtiennent en muliî- 
piiant les racines z^ — 1 = par celles de z^ — i =.0 {169); 
on en conclut facilement que les buit racines de l'équation (a) 
s'obtiennent en multipliant les deux racines de z^ + z -H i = o 
par les quatre racines de s'M-z'-i-^'^-z-Hi = 0, qu'on 
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peut facilement trouver : on connaîtra donc ainsi les huit ra- 
cines de l'équation (2), et, par suite, celles de l'équation (3). 
Des considérations fort simples perm.ettent d'ailleurs de re- 
connaître que l'équation (3) résulte de l'élimination dej entre 
les deus équations 

a;'_J-.rH-(j— 2.)--0. J'— J~I — O, 

en sorte que sa résolution est ramenée à celle de deux équa- 
tions du second degré. 

174. Division de ia circoufécence en dix-sept PAiiïtES 
ÉcALEs. — EUe dépend de l'équation 

Si l'on divise le premier membre par 3^1, el que Ton fasse 
ensuite s -; — = w, il viendra 

(,) .r» _|_ .^7 _ ^,,= _ (^y. _,_ ,5^. _;_ ,0,^) _ loj^' „ 4^ + I :3=: O; 

nous ferons, pour abréger, 



les racines de l'équation (i) seront alors 






X, =2COSlt -h 2C0s8fl -I-2C0S4'ÏH-2C0S2(Ï, 

_fï ^=: 2cos3û -h acos^a -^- 2cosS« -\- 2 cnsGa; 

je dis que jfi ctjfa sont les racines d'une équation du second 
degré à coefficients entiers. En effet, on voit d'abord par 
l'équation (i) que l'on a 



n multipliant jf^, P'irj'a, transformant les produits de 
cosinus eu sommes par les formules connues, et ayant égard à 
l'équation identique cos (17 — m)a = cosma, on trouve 

XlXl-~^{^COSa -]-2C0s8n -i- 2 0054" -'' 2C0S2£l 
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et,. à cause de l'équation fr), 

jij, = — 4; 

Tf «t 75 sont donc les racines de l'équation 

(2) y ^y^ 4.^.0. 

Posons maintenant 

«, =:2cos3« H-2cos5a, 
U3 = 2C058(Z--|- acosaa, 
«. — acos7û -i- 2cos6n; 



puis, en multipliant «, par «3, W3 par u^ et en transformant 
les produits de cosinus en sommes, on trouvera 



)S7(H- 2 cosSa H- 2cos6fl, 



et, par conséquent, 



ïl résulte de là que les quantités «i 
livement les raeines des équations 

(3) { "^Z^'^l^ 



:2CO>4«, 



on aura d'abord 
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et si l'on transforme les produits x^Xg, XjXej x^Xi^ x^Xs t 
sommes de cosinus, on t 



par conséquent, les «juantités Xi et œ^, Xj et x^, x^ et Xt, ^i 
et Xn seront respectivement les racines des équations 



- "a = o. 



Deux quelconques des quantités m,, ii^, Wg, u^ peuvent s'ex- 
primer rationnellement l'une par l'autre; en effet, nous avons 
trouvé les deux relations 



et si l'on forme les produits u^u^, M,zi4, puis que l'on ti 
forme en sommes les produits de cosinus, on trouvera 

de ces formules combinées avec les précédentes on tire 



ce qui permet d'écrire les équations (4) de la manière suivante ; 
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Les équations {3) se déduisent l'une de l'autre par la trans- 
position des quanti tés j)'i etjs; pareillement, les équations (5) 
ne diffèrent entre elles que par celle des racines u qui y figure; 
il s'ensuit que la résolution de l'équation (i) est ramenée à 
celle des trois équations du deuxième degré 

/,•■■+ j- 4 = ■>. 



Bt l'on reproduit effectivement l'équation (i) en éliminant 
y et M entre les équations (6), ainsi qu'il est facile de s'en 
assurer. Le problème de la division de la circonférence en dix- 
sept parties égales ne dépendant que des équations du deuxième 
degré, cette division peut être effectuée avec la règle et le 
compas. Nous ne pouvons indiquer ici les principes qui nous 
ont guidé dans l'analyse précédente, et nous nous bornerons 
à ajouter que ces principes conduisent à cette conséquence re- 
marquable ; que la circonférence peut être divisée en n par- 
ties égales, avec la règle et le compas, toutes les fois ^ue n 
est un nombre premier et que n — i est une puissance de 2. 
Les plus petits nombres qui satisfont à cette double condition 
sont 3, 5, 17, aSy, SSSSy. [Voyez mon Cours à'Algehre 
supérieure, 4* édition, t. IL) 

Résolution des équations binômes générales. 

i7S. Proposons -nous maintenant de résoudre l'équation 
binôme générale 

où A et B sont des quantités données positives, nulles ou né- 
gatives. En désignant par p et a le anodule et l'argument de 
A-|~Bi, l'équation proposée devient 

{1) 3"'=;p{cos«H-/sinii]. 

Posons 

(3) E = r(c0Sç-+-;si!)i)), 
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et, pour que la valeur (a) de z satisfasse ù IV-quatioii (ij, il 
faut et il suffit {160} que l'on ait 



Les racines de l'équation proposée sont donc données par la 
formule 



(3) 



OÙ h désigne un entier indéterminé. 

Pour que deux valeurs de Tî correspondent à deux valeurs 
égales de s, il faut et il suffit que leur différence soit un mul- 
tiple de m\ l'équation (3) comprend donc, comme cela doit 
être, ni racines distinctes que l'on obtient en donnant à k 
m valeurs consécutives quelconques entre — co et -|- ao , 



par exemple. 

La formule (3) peut s'écrire ainsi : 

'y'|0 (cos ;-îsin — j est l'une des racines de réq;iiation (i), 



cos — ^ -^- i sin — ^ est l'expression des racines m"""' de l'u - 

nité; d'où iï suit qu'on obtient les f« racines de l'équation (ij, 
en multipliant l'une d'elles par les m racines m.'*""' de l'unité. 
D'après ce qu'on a vu au n" 167, on peut encore représenter 
les racines de l'équation (i) parla formule 
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OÙ il suffit de donner à k ios valours o, 1,2,...,—, si m est 

Dans le cas particulier où B est nul, on a p = A ou p = — A, 
suivant que A est positif on négatif; on peut prendre a —: o 
dans le premier cas et a = Ti dans le deuxième cas. D'après 
cela, les racines de l'équation 

seront données, soit par la formule 

dans laquelle il faut attribuer à k les m valeurs o, i , a, . . . , 
m — 1, soit par la formule 

(6) . = ÏA(co.M':d=;rinî^], 

où il suffit de donner à jt les valeurs o, i, y,,- ■ -i — ' si m est 

pair, et les valeurs o, i, 2,. . . , , si m est impair. 

Les racines de l'équation 

s"' = — A 
seront données par la formuîe 

ill ^— i/Aj^cos .wsm— -^ J, 

dans laquelle il faut attribuer à k les valeurs o, s, 2^.,., 
m- — ^ I , oti. par la formule 

dans laquelle il suffit de donner à k les valeurs o, j , 3, . . . , 
est impair. 
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Résolution des é^/uaîîons trinômos. 
176. Soit l'équation trinôme 

où. p et (j désignent les quantités données; on en tire 



(2) 



--l-v'ï^ 



et l'on est ramené à résoudre deux équations binômes. 

Considérons en particulier le cas où, j7 et q étant des nomliri; 
réels, on a 



l'équation (i) prendra la forme 

et l'équation (a) deviendra 

Les racines de l'équation z'" =; ^{cosûH- isina) sont com- 
prises dans la formule 

d'ailleurs ces racines sont les conjuguées de celles de l'équa- 
tion z"'=jb (cosa — îsîna); donc les 27« racines de l'équation 
proposée sont toutes comprises dans la formule 

z= ^p (cos— - ^-.^;sm 1, 



où il suffit de prendre, pour A", m nombres entiers consécutifs. 
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Formule de Moivre pour un exposant (juelconque. 
177. L'égalité 

costï + isiiia -: jcos — hrsin- j 

montre que cos - -l-'sin-estui]eracmcn'""'decos(î'-:-isîn«-, 

pareillement, cos hisin — est une racine ri'"'" de 

cosHi«H-isinma ou de (cosfl 4- 1 sin^)" : on peut donc écrire 

^(cosa -i^ iûa.aY'-=c()S, — a -f- ?siii — a, 
OU 

(cosii H-/sina)"=^cos— a-^isai — a. 
C'est la formule de Moivre étendue au cas d'un exposant frac- 
tionnaire — ; mais il faut remarquer que le second membre ne 

représente qu'une seule des n valeurs dont le premier est sus- 
ceptible. On obtiendra d'ailleurs toutes ces valeurs (179) 
en multipliant le second membre de la form.ule précédente 

par cos h i sm — ■-■ 

La formule de Moivre a lieu encore pour un exposant né- 
gatif quelconque -—m; en effet, l'équalion 

(cosiï -l-isina)™=:cosmn -l- isaima 
donne 

■ : — -~ = cosmir — îsinma, 

(cos^H-.sm«]"' cûsm«-i-.sm/«» 

(cûs« + i sin«)- = cos [- ma) + i sin{- ma). 
La formule de Moivre montre qu'on peut résoudre algébri- 
quement les équations auxquelles conduit le problème de la 
division des arcs. En eJîét, on a 
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i;ette formule exprime que les m valeurs du second membre 
sont respectivement égales aux m valeurs que prend ie pre- 
mier, quand on donne à h les valeurs o, i, a,- - ., {m — i). 
En changeant i en — i, on aura 







lîiséquent, 




a-]- ik^t 7cosiH- i\ 




m 


2 


«-+- 2-î-7r "{lc.o^a-\-i\ 





Ces formules donnent l'expression algébrique des racines des 
équations dont dépendent cos-- et sin — î lorsque cosa ou 
sina est donné. 

Théorèmes de Mowre et de Cotes. 

178, Les théorèmes de Moivre et de Cotes ont pour objet 
une représentation géométrique des diviseurs réels du trinôme 
3='" 3: iz^cosa-^- 1, où a désigne un angle donné, et du bi- 
nôme z"':±:i. 

Les deux facteurs linéaires, qui correspondent à deux ra- 
cines conjuguées de l'e'quation 

sont représentés par 



]e produit ^j de ces facteurs est 
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ou a identiquement 


(0 


... _ j,j.e„,„ .^ , ^(^.^,j,_. , ,,.___ 


Ch. 


ingeons « eu n H- a, et faisons 




,.„ ., (.*+.),+<. 



{2) î«^^3'"C0SÛ+I ={/oj', .. ■/'„,_,)'• 

Cela posé, considérons une circonférence de rayon i; parta- 
geons-la en 2m parties égales aux points A,, Ai, A^, — , 
Aîm_i ; joignons le centre O à tous ces points, et menons une 

ligne OP faisant un angle égal à — avec le premier rayon OAo ; 
enfin prenons sur cette ligne une longueur quelconque OP^^s, 
et joignons le point P à tous les points de division. Les trian- 
gles 0PA5,„_si et 0PAc„^3j_i donnent 



et, par conséquent, 

li résulte de là que le trinôme z^'" — as'" cos« -+- 1 est égal 
au carré du produit des distances du point P aux points Aq, Aj, 
A4,. .., et que le trinôme z^'''-^- 23"'cosn-f-i est égal au carré 
du produit des distances du même point P aux points A,, Aj, 
Ag,...; c'est dans ces égalités que consiste le théorème de 
Moivre. 

Si l'angle a est nul, le point P est situé sur le rayon OAo 
et les équations (i) et (2) donnent, en extrayant les racinii 
carrées des deux membres, 
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C'est dans ces égalités que consiste le théorème de Cotes ; on 
doit prendre le signe + ou le signe — dans le second membre 
de la première formiile, suivant que le point P est extérieur 
ou intérieur au cercle. 



Expressions des puissances du sinus et du cosinus d'un arc 
en Jonction linéaire des sinus ou des cosinus des multiples 
de cet arc. 



ei, par suite, 

ou, en développant, 

w (..,..i..„=,._;..-„_i(^„.-v- 

Considérons ^d'abord l'équation (i). Si n est pair, le second 
membre renferme un nombre impair de termes, et, en grou- 
pant ensemble les termes également éloignés des extrêmes, 
on obtient 



i: impair, le second membre de l'équation [ 
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nombre pair de termes, et, si l'on groupe comme précédem- 
ment les termes également distants des extrêmes, il viendra 



i ....(.-. +,--.)+... 






D'ailleurs uc =: i et h'" -1- f'" ^ acosma; on a donc, si n est 
pair, 






et, SI n est impai 




Occupons-nous maintenant de l'e'qnatîon (2]. Sin est pair, 
le second memtre renferme un nombre impair de termes ; les 
termes également distants des extrêmes ont le même signe, et, 
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en les groupant ensemble, on oLtient 






,(.-.)...;+■ 



Si n est impair, le second membre de l'équation (2) ren- 
ferme un nombre pair de termes, et les termes également dis- 
tants des extrêmes sont de signes contraires; en les groupant 
ensemble, on a 
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1 a d'ailleurs u'" — (/"= aisiuma, donc 



(6); 



m. 



Oq voit que cos"a s'exprime, dans tous les cas, par une 
fonction linéaire des cosinus des multiples de a, et que sin"a 
s'exprime pareillement en fonction des cosinus, ou en fonc- 
tion des sinus des multiples de l'arc a, suivant que n est pair 
ou impair. 

Expressions de sinmo et de cosm« en fonction de sina 

180. Nous nous proposons ici de transformer sm;na et 
cosma en un polynôme ordonné suivant les puissances en- 
tières de sina ou de cosa, ou du moins en un produit formé 
par la multiplication d'un semblable polynôme et de cos« ou 

La méthode très-simple dont nous ferons usage est due à 
Cauchy; elle repose sur l'égalité 



(«H_^)(^j_^_,).,,(^ + ^_„ + ,) 




1.3.3. ..« 




.c(j:— 1)...[^ — « + ]) .r(3r — l),. 


(«-.-l-a) ,r 


i.».3.,.« ■ >.a.3.. 


■("-■) ■ 


t. 3. 3. ..(«-2) 


U... 


. " r(r-.)...(j-«+2) 1 j(r- 


..)...(J— ,.+.) 



qui a lieii identiquement quels que soient les quantités x et jf 
et le nombre entier positif «. Pour établir cette égalité, dans 
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le cas où ;r et j)' sont des entiers positifs, égaux ou supériei 
à B, on peut partir de l'identité 



Si, après avoir effectué le produit indiqué dans le second 
lïieinbre, on écrit que les coefBcîents de s" sont égaux de part 
et d'autre, on obtiendra l'égalité qu'il s'agit de démontrer. 
Cette égalité étant établie pour toutes les valeurs entières de x 
et dey supérieures à n, elle subsiste nécessairement, quelles 
que soient x et y. En eflét, désignons, pour abréger, par 
If (xjjr) et 4'(^îj') les deux membres de l'égalité en question, 
et par Xo une valeur entière de x supérieure à n; les poly- 
nômes (|i(a;fl,jt') et 'li(xt,j), qui ne contiennent plus que la va- 
riable j>', sont égaux entre eux pour toutes les valeurs entières 
doj)' supérieures à n. Donc on a nécessairement 

quel que soitjv; en d'autres termes, les polyuônies (ij^x^y) 
ip (x, jf) sont égaux, quel que soit y, pour toutes les valeurs 
entières de x supérieures à n, et l'on conclut évidemment de 
J;ï que l'égalité 

a lieu identiquement pour toutes les valeurs de x etàej. 

En remplaçant, dans la formule {i), xpar- etj-par — î on 
obtient 

/ (^^j )( ^+J — ^)...(. r+r-3»-i-2) 

.74.6,.. (.«) 

\ "^2' 2. 4.6... (27.-2) '^ 2.4, 6.. .(2«) '• 



18i , Si, dans les équations (i) du n" 163, on remplace les 
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puissances paires de coso par des puissances entières de 
1 — sin^fl, il viendra, pour des valeurs paires de m, 





i.a.3 ' ' 


t, pour des valeur 


,i„pai™de™, 


~^'- 






.(-- 


'""■."r^?""""c -■■)'^ 


n»» ="(,-.» 


■«)—»„. 


m(m- 


-■"''•-='(, *„)"».« 



Si l'on développe par rapport aux puissances c 

sino les seconds membres de ces formules, abstraction faite 

du facteur cosa, on trouvera, pour des valeurs paires de m, 



»(»-a)l>-,){».-3) ^™-~i 3 , 3^]. ., 

.»lm-2)l»-4) i- (»— )(»■- 3 1 , »-. 5 , 53-] 1 

1.3.5 1. 2.4 -^ 2 ■ 2^2.4 |-°'t 
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., pour des valeurs impaires de «i, 



1.3 L '-4 ""/ï""»./!] ■■■(' 



»(,.- ,) (,» -3) f („.-a)(„.-4) 
1.3.5 

.»-a 5 5.31 



)r ("-»)! 

y 1.1 

■■4J 



Faisant maintenant usage de la formule ( 2 ) du numéro pré 
■.édent, on oitient, pour des valeurs paires de m, 



I l.a ••'•"-'■ ,,3.3.4 " 
(. -h4)(.M-.)»..;.(^-»)(,»-4) .. ^ 
, I ,.,.3.4.5.6 """ 

Li ■•2.3 

(m+4)(».+a)i»(».-3)|».-4) . , _ "I 
l ■*■ ,.,,.3.4.5 " -J' 

et, pour des valeurs impaires de tu, 

....co..[,-'"+-_";-isi„.. 

(.■ + 3)(,. + ,) ( m-.)( ..-3) -1 

■ .a. 3. 4 ' ""-J' 



(». + 3)(-» + .)-(.»-.)0»-3) 
1 + ,.,.3.4.5 ■'""" ■ 

Si, dans les formules (i) et (2), on change « en «, 
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trouvera, pour des valeurs paires de m^ 






\ 


^ 3 1.3.3.4 

(m-h4){» + 3)»..n.(m-2.)(». 


-4) 




..a. 3. 4. 5. 6 






(_,)T*-si„„„ 






(.» + 4)(». + a)».(...-3)(» 


'-fl 




1.3.3.4.5 





et, pour des valeurs impaires de m, 



(4) 



, (» . + 3)(». + i)(»-0(,„-.3)_._ 1 

1 * ,.3.3.4 '"■■]' 

I , (..+ 3) (»■ + .) ».(»-.)(» -3)^^^.^ 

Aiusi l'on aura, en particulier, 



>!4<.^=i-8iiii'« + 8iiii'o, 

isGa = 1 — 18 sin=« + 48 siii'« — 32 



■in3<. = 3,m<, — 4sin'o, 

Biii5« = 5sino — 30.iii'a + iBiin'o, 
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— cns2<3 = 1 — 2 COS^«, 

— C0s3t( =r 3 COSa — 4 COS'iï, 

cos4<! = 1 — 8 cos=o + 8cos^ «, 

— cos6^ =; I — iScos^o -^ 48cos'a — 32 cos'^fl. 



182. Les formules précédentes sont ordonnées par rapport 
aux puissances ascendantes de cos« ou de sina; on peut les 
ordonner par rapport aux puissances descendantes des mêmes 
quantités, et elles prennent alors une forme nouvelle qui con- 
vient à la fois au cas de m pair et à celui de m impair. 

Posons, pour abrégei', 

le signe \ indiquant la somme des valeurs que prend l'ex- 
pression qu'il affecte, quand on donne à n toutes les valeurs 
entières depuis zéro jusqu'à la plus gi'ande de celles qui rendent 
positifounul l'exposant de cosa; les équations (3) et (4) s'ac- 
cordent à donner 



».=(-.)• 



Mais ces formules supposent /; <[ ; pour n=^ —, dans le 

cas de m pair, la valeur de u„ doit être réduite à ( — i ) ' d'après 
la première des équations (3); dans le cas de m impair, les 
valeurs de u„ et de c„ se réduisent respectivement, d'après les 



{m- 


„-i]{m- 


«-a). .,(, + ,) 


" 


,.a.3...{ 


m-3„l 


{m — >: 


,^,](„-„ 


~ '■)... (»-n).. 



y Google 



CnAPITHE CIîfQUlÈME, 

équations (4), n ( — i) ' m et (— i) ' pour n — 

Si Von multiplie et que l'on divise par le produit j 
les expressions précédentes de «„ et c„, il viendra 



..(m-.,) 






■'■' = (-•)• Tir:: 

"■ = '--'''rï^ ,... 

,,. ,-,.(,.-» ~.) (,»-,.-a). ..( ». --»,. + .) ^„„, 
^j_ (, „-„-,)(„.-,.-, )...(„ .-s,„| ^._.,._,^ 



pourvu que, dans le cas de «= i, on réduise à l'unîté le pro- 
duit {/k—?î^i) (m — n — a). . .(m — -zn-i-i] dans la valeur de 

u„ . En adoptant cette nouvelle forme , la restriction n <^ — 

n'est plus nécessaire ; les seconds membres des formules pré- 
cédentes se réduisent en effet respectivement à ( — i) ' m et 
(— i) ^ pour n =; ï dans le cas de m impair; parciSlc- 

ment la valeur de u„ se réduit, à ( — i)" pour ?i = —^ dans le 

cas de m pair. Les seconds membres de nos formules de- 
viennent illusoires pour n = o; mais, d'après les premières 
expressions de ii„ et f„, ils doivent être alors réduits l'un et 
l'aulrc à a'""'. On aura, d'après cela, 
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5)(»-6)(»-, ) 

i.a.3.4 



_ (,„-41(»-5)(»-6) . 

1.2.3 
_^_ (»-5)(»-6)(^-,)(»-8) ^„„^.,._.„_ ^ 

1 1.2.3.4 

et ces nouvelles formules ont lieu, nous le répétons, quel quL- 
soit l'entier m, pair ou impair. 

Si l'on change « en ^ a, dans les formules (5), il viendra, 

pour des valeurs paires de ni^ 



m{m-i] [«-51 „ , . „ „ 



[m~i)[m~ ï,{„-t,) 
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et, pour des valeurs impaires de m, 



{m 






--""";.l"r""-°-'^'""-°- 



= 2"-' sm""" 



(„-3)l,«- 41 



I |m-411.»-5)(m-6) 

1 _^3 „ + .... 

La première des formules (5) donne immédiatement l'ex- 
pression de la quantité que nous avons désignée par V„, au 
n** 168; si, en elFet, on pose 3 = cos« + isinrt, on aura 



et, en remplaçant aeoso par x dans la première des for- 
mules {5), on trouvera 

formule qui se réduira à une identité si l'on y rempiaee x par 



Développement des Jonctions sin^ et cosx en série, 
ordonnées suivant les puissances croissantes de x. 

183. Les formules (i) du n" 163 peuvent s'écrire de la i 
nière suivante ; 
jCOS/««_ m{m — i) j , m... ( m — 2?; + i| „, _ 

^ tango - 



1 ■ — ^Ti— — — lai.sH """' , ■■■■tang'g4-...:±: """ , -it' 

\C0Ë™n I ' 1.2.3 " i.a..,(an-i-i) 
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en posant 



- tang''+'ti - 



les quantités R|„ et Ra„+i mesurent les erreurs que l'on com- 
met quand on néglige les puissances de tanga supérieures 
à la (an -(- i)'*"" dans les valeurs de ?°^^^ çt de -"-^'' ; nous 
allons chercher à assigner des limites de ces erreurs, en suppo- 
sant l'arc ocompris entre — -i-et-f--;ï et, par suite, tangua <^i. 

La somme Rp se compose d'un nombre limité de termes qui 
sont alternativement positifs et négatifs, quel que soit le signe 
de a, et il est clair que les valeurs absolues de ces termes se- 



ront constamment décroissantes, t 

'tang=.ï<i 



{m-p-p: i{>n ~p - 

(;. -h 3) (;>--;- 4) 



par conséquent, la valeur de Rp sera comprise entre zéro et la 
valeur du premier des termes qui entrent dans son expression, 
en soi'te que l'on aura 

"('»-■)■■-(■" 



i»,=î- 



-.(/. + =) 



en désignant par ^ une quantité comprise entre zéro et 
l'unité. Nous pouvons donc remplacer, dans les équations (i), 
Rga et Rs„+i par les valeurs que prend l'expression précédente 
de Rp, quand on y fait p =an et p= ^n-^i, pourvu ce- 
pendant que l'inégalité de condition écrite plus haut soit véri- 
fiée pour p = 2/i, auquel cas elle sera nécessairement satis- 
faite povir /Li = an -f- 1 , D'après cela, si l'on pose 



que l'on remplace a par — dans les premiers membres des 
formules (i), et m par - dans les seconds membres, que l'on 
désigne enfin par 9 et X les quantités comprises entre zéro et i 
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auxquelles se réduit Çpour p=^ 2>i et p = sn -I- i^ on aura 



(,)/ 



sin» » i-langa^ .i(a. - g) (i - a a) / lang» \' , 

„.;^'V « ; '-J-s " \ « / ■ 

- ..»:.;(.«+.) " l g ; 

_, «(.,^ a). . .(^- a.» - »g) ( U^a \'*\ 
+ ■ ,. = ...(2» + 3) \ « ; • 

et riiîégaiité de condition deviendra 

Supposons maintenant que, n étant un nombre aussi grand 
que l'on voudra, mais invariable, on fasse augmenter indéfi- 
niment l'entier m, de manière que le produit ma ^ x reste 

constant; on aura à la limite non-seulement a = o^ ■ — —^:=i, 

mais encore cos'" — = i . En effet, on a i — cos — <^ — ^ et, 

à plus ibrte raison, 

cos — — cos'-^<^^f'ï cos'«-i 11 — cos"" — <;j— ,; 
en ajoutant toutes ces inégalités, il vient 

i_cos-^<«î^ ou <^. 

Il résulte de là que cos'"— est compris entre i et i j et, 

par conséquent, cette quantité se réduit à l'unité quand m est 
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infini. D'après cela, les équations {2) deviennent à la limite 

I COSa: = l— -^-h...±: — q^O — ■ 77 

("■"^î-7Xs-^---=^ ,.»...(a.-n) ^' ......(a»-hîl ' 

et l'inégalité de condition se réduit à 



(4) 



(„ + 3)(« + 4) 



Les équations (3), où 6 et X désignent toujours des fractions 
eomprises entre zéro et i , ont lieu pour toutes les valeurs de n 
fjui satisfont à la condition (4). On voit, en particulier, que, si 



c est compris entre aoro et -, 



^4 



Supposons maintenant que l'entier ïi augmente indélii: 
ment ; les fractions 



.(»,H 



,.,...(,n + 3]-. a ï„ + 3 

auront pour limite zéro, car ce sont des produits dont les fac- 
teurs plus grands que i sont en nombre limité, tandis que le 
nombre de ceux qui sont inférieurs à i , et même à telle frac- 
lion que Ton voudra, peut devenir plus grand que tout nombre 
donné : on peut donc écrire 



. = .3.4. 



..3.4.5 1.2.3. . 



Les seconds membres de ces formules (d) sont des séries 
illimitées qui restent convergentes, comme on le voit, pour 
toutes les valeurs de x comprises entre — - oo et 4- co ; les 
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formules (3) font connaître les restes de ces séries, c'est-à-dire 
les erreurs que l'on commet quand on s'arrête à un terme 
quelconque. 



i84. Les formules (5) fournissent le moyen le plus simple 
de calculer le sinus et le cosinus d'un arc donné. Si l'on fait 



~ — ^ et qu'on calcule les coefflcients avec vingt-deux de'- 


males, on obtiendra les formules suivantes : 


-("-)^ 


..(ï.90.) = 


ooooo 000,0 0=000 ooooooo 


■ 


5707963267948966192313™ 


2337005501 36169 83735 43 '4- 


-0 


64596 40975 06246 25365 58 ~ 


25366 95079 01048 oi363 66 ^ 


+ „ 


07969 36363 46167 04512 o5 ^* 


,02086 34807 63352 96087 3i ~ 


-0 


0046817541353186881007^ 


,00091 92602 74839 42658 02 y 


+ 


0001604411 S4787 35982 1,^' 


,00003 52020 42373 06060 55 !^ 


-° 


0000.359884323521308532^ 


,00000 04719 87477 88181 72 ^ 


+0 


m" 
00000 00569 2172921967 93 jr 


,00000 00063 86603 08379 19^ 


"° 


00000 00006 68803 51093 1 1 ^ 


,00000 00000 65659 63 1 14 98 ^ 


+ 


00000 00000 06.66 93573 1 1 ^' 


,0000000000005294400201 -^ 


-^0 


000.0 0.000 00043 77065 47 jp^ 


,00000 oo«oo 00003 43773 93 ~ 


^0 


00000 0000. 00000 25714 23J 


,00000000000000001835995 


-» 


oocoo 00000 00000 ooia5 3g -^ 


,0.000 00..0..00.....8215 


+ 


^ m" 


,000.0 00000 00000 00000 03^' 
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Les sinus et les cosinus des arcs depuis aéro jusqu'à 45 de- 
grés comprennent les sinus et les cosinus des arcs depuis 45 
jusqu'à 90 degrés; on peut donc toujours supposer — <[-dans 

les formules qui précèdent, en sorte que les séries seronL telle- 
ment convergentes, qu'il n'en faudra jamais calculer qu'un 
très-petit nombre de termes, surtout si l'on n'a pas besoin 
d'un grand nombre de décimales. 

Si l'on fait successivement — =z —-, _, —, i, —^ on 
obtiendra les résultats suivants ; 

sin 9°= cos8r==o,i5643 44650^0231, 
siiii8"= 00372° = o,3ogoi 6994374947, 
sin 37°= 00863°^^ 0,453990499739547, 
sin 36° = cos 54° = o ,58778 52552 93473 , 
sin 45° =cos45'' = 0,70710 678:1 86548, 
810 54°= cos36'' = 0,80901 6994374947, 
sin 63° = co3 27°=; 0,89100 65241 88368, 
sin 72° ^-- cosi8''=o,95io5 65i62 95i54, 
sin8i'>=cos 9''=o, 987688340595138, 
lesquels s'accordent avec les formules du n" 37. 

Décomposition des fonctions cos:r et sinx en un iiQmhrc 
arbitraire, mais limité, de facteurs. 

185. Desformulesdun''163oude celles du n^îSl il résulte 

que, si m est pair, cos ma et — -. sont des fonctions en- 

lières de sina, qui se réduisent l'une et l'autre à l'unité pour 
sîurt =; o. En outre, la première de ces fonctions, qui est du 
degré m par rapport à sina, s'annule, ainsi que cosmfl, poul- 
ies valeurs de a comprises dans la suite 

elle est donc divisible par chacun des facteurs binômes 
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et, parce qu'elle se réduit à i pour sina= o, elle est précisé- 
ment égale au produit de loua ces binômes. 

La seconde fonction est du degré m — apar rapport à sinn, 
et elle s'annule poiu- les valeurs de a comprises dans la suite 

[m-^-x)^ 4« 2^ 3^ , 4^ . {m~^)T . 



il conséquence, elle est divisible par chacun des facteurs 






et elle est m6mc égale au produit de tous ces facteurs. 

En mettant — an lieu de a, ou aura donc, pour !es valeurs 
paires de ?b, 



Par un raisonnement semblable, on obtiendra, poiir des i 
leurs impaires de m, 
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Si l'on transfornie les formules (i) et (a) en taisant v 
de la relation identique 

on aura, pour }c.s valeurs paires de «i, 






et, pour les valeurs impaires de « 



/ tons' ^ \ / lang^ £ \ 
, cos" - . m «nB — Il 1 ■ - - I I 1 . 

'" "\ •■"«■S/ \ ••™''-^/ 



Décomposidon des fondions cosar e( sinjc era un nombre 
infini do facteurs. 

186. Lemme. — Si l'arc x croît de zéro à -, le rapport 



c et h sont positifs et (jue X -[-h soit inférieur à - ■ 
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Eli effet, si l'on multiplie la première inégalité par ■- — t 

que l'on développe sîn [x -4- h) et que l'on fasse passer tous 
les ternies dans le second membi'e, elle devient 

I — cosA /tanea? si»/A ^ 



cl sous cette forme on en reconnaît immédiatement l'cxacti- 

, T . ■<■ t;mff^ sinA ,, , , 
tude, car i — cosA est posiut et — j— i est egalc- 



11 faut remarquer que le rapport continue à décroître 

quand x croit de - à ît; car, dans ce cas, le numérateur dimi- 
nue, tandis que le dénominateur augmente. 

Quant à la deuxième des deux inégalités proposées, si l'on 
y remplace les tangentes par leui's valeurs en sinus et cosinus, 
on lui donne aisément cette forme 



ce qui a lieu, d'après ce qui précède. 

CoR0i.i.AmE. — Sixet x-^h sont compris entre zéro et -, 
on a 

sin^ a: ■^^ tang^ 

li résulte de là que, si l'on désigne par u et v deux arcs quel- 
conques compris entre et -! — i on aura 

-(-iï)<-(-=;)<-h3"> 

le signe ambigu it indiquant ici qu'il faut prendre la valcLir 
absolue de la quantité qu'il affecte. 
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i87. Le corollaire qui précède va nous donner le moyen de 
trouver ce que deviennent les expressions de cosx et de sin^ 
obtenues au n° 185, lorsque l'entier m devient infini; nous 
considérerons, par exemple, les formules (i) et (3), où m dé- 
signe un nombre pair, et nous multiplierons chacune d'elles 
parle facteur :±: i, en convenant d'employer le signe qui rend 
les membres positifs. Le nombre m étant supposé assez grand 

pour que la valeur absolue de — soit inférieure à ~i si l'on fait 
usage des inégalités 

dz sin — <; lîz — <; du tang — s cos — < i , 



et de celles qui sont fournies par le corollaire du 
cèdent, les formules (i) et (3) du n" I8S donneront 



4.r.\ / 4" ^ 



i^ 



K-"S)(.-|J)-(-f.-^). 



Or nous avons vu (183) que Foi 



0,„ étant une quantité qui s'annule pour ttî --^ a; ; par consé- 
quent, si l'on, désigne par e,„ et r]„^ des quantités infcr 



-!)(■ 



-g) 



(»^,)., 



,(.-..). 
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Si maintenant on fait tendre l'entier jn vers l'infini, les quan- 
tités «m et ï],„ tendent vers zéro, et l'on aura à la limite 

(».^(.-i?)(.^g)(.-fe).... 

Ces formules donnent les valeurs de cosx et de sinx décompo- 
sées en un nombre infini de facteurs linéaires -, la périodicité 
de ces fonctions y est en évidence. 

188. Formule DE Wallis. — La première des formules pré- 
cédentes peut s'écrire ainsi 



^- = (-^)(-à)(-è)-' 

ou 

^_2 2446688 

formule remarquable due au géomètre Wallis, et qui donne 
la valeur de - comme limite du produit d'un nombre infini 
de fractions, alternativement plus grandes et plus petites que 
l'unité. 



Décomposition des fonctions tanga; et catx en un nombre 
arbitraire, mais limité, de fractions. 

189. Si f'{z) désigne la dérivée d'un polynôme f{z) de 
degré m, et que Oj, as, . . . , «« soient les m racines de l'équa- 
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tioiiy(^) := o, on sait que l'on a 

n!)-^._-_ I » I , , , 1 ■ . 

en outre, si a^ et a^ sont des quantités imaginaires conjuguées, 
etque l'on fasse «, ^i:^ /-(cosa-i- j sina), a, ^^r(cosa: — i sina), 

la somme des deux fractions , sera 



Appliquons ce résultat aux deux polynômes a 
:'" — /•■", qui ont l'un et l'autre pour dcriyée i 
.ura [i 75), pour des valeurs paires de m, 



et, pour des valeurs impaires de m, 
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Jj^^h 



Multiplions ces quatre équations par z, et retranchons de 
chacune des équations résultâmes celle qu'on en déduit en 
permutant les lettres z et r; il viendra, pour des valeurs 



et, pour des valeurs impaires de m, 
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il viendra, pour des valeurs paires de n 



(3) ; 



[1 
sm' — sm' i I 
^ ._ + "1 , 
sm= sm' — sm= '— '- sin' - 
2W m 2. m mj 



et, pour des valeurs impaires de m, 
I îang.'; — — tang - — I — - coî — 



X 



I c<»tJ7^=; — cot — 



Si l'on introduit des tangentes à la place des sinus qui figurent 
dans les parenthèses, on aura encore, pour des valeurs paires 
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taTigj; = tang 1- 



tang' — - ■ — tang' — 



tang'- 
S'^ — tang=^ 
<;t, pour des valeurs impaires de n 
\ tanga: =: tang — H | cot h 

[tang' ~ 
— ^— -'-- 
tang' bing' — 
2/n m 

ot.r = — ( cot 'r tang —\ — t 

I tang' — 

I tang- — ^— tang'^ 



•"8''-^j^-"»8"J 


- ~ f cot ^ H- 


'"«s) 


tang 


m 



„.(2_-zî)i 



„.ÊÎ=îh 



J 



Décomposition des fonctions X&n^x et col x en un nomhre 
infini de fractions simples. 

ISO. H est facile de trouver ce qiie deviennent les for- 
mules (3) et (4) ou (5) et [6) do uuméro précédent, lors- 
qu'on y suppose infini l'entier m qu'elles contiennent. Pour 
plus de simplicité, nous supposerons d'abord que x est com- 
pris entre o et ~î et alors toutes les fractions qui figurent 
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dans les parenthèses des formules (3), (4)i (S), {6} scroiil 
positives. Nous considérerons seulement les formules (3) 
et (5), dans lesquelles m est un nombre pair, et nous ferons 
usage du lemme démontré au n" 186; on a, d'après le corol- 
laire de ce lemme, 

3=:S^ > ;7^-s > ,„..r'''1.. 7' 



SI u est supérieur à c et que « et c soient compris entre o et - ■ 

Au moyen de ces inégalités on déduit des formules ( 3 ) 
et (5) du n" 189 

[ tang — 






- cos— I tangar — tacg - 



[ cot^ -h — tani 



— cot j; •+- 1 1 -[ 1 tang — ! 
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Si maintenant on fait tendre l'entier pair m vers l'infini, les 
premiers raembres des inégalités (i) tendent l'un et l'autre 
vers la limite tangx; la somme qui constitue les seconds 
membres se réduit donc à une série convergente qui a aussi 
pour limite tangj:. Pareillement les premiers membres des 
inégalités (2) ont l'un et l'autre pour limite cotx, d'où il suit 
la somme contenue dans les seconds membres de- 



encorc que 1. 

vient une série convergente qui a la même limite cotx. On a 

donc 



Pour établir les formules (3) et (4) nous avons supposé x 

compris entre zéro et - ; mais comme les seconds membres ne 

font que cbanger de signe, ainsi que les premiers membres, 
quand on change :>; en — jc, on voit que les formules ont 

lieu pour les valeurs àe x comprises entre et H — ; enfin 

on reconnaît immédiatement que les seconds membres des for- 
mules (4) ne changent pas quand on cliange x en x -l~Tt; ce 
sont, en d'autres termes, des fonctions périodiques de x qui 
ont la même période que les premiers membres. Il s'ensuit 
que les formules (3) et (4} subsistent pour toutes les valeurs 
de X comprises entre — co et -i- 00 j on voit que les fonctions 
tanga; et cota: sont dccomposables en une infinité de frac- 
tions simples dont les numérateurs sont égaux à l'unité, et dont 
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ÎGS dénominateurs sont les binômes du premier degré qui, 
égalés à zéro, fournissent les racines des équations 

Remarquons en terminant que chacune des deux formules (3) 
ou (4) peut se déduire de l'autre en changeant, dans celle-ci. 



Si, après avoir divisé par a: la première des équations (3), 
on fait .r = o, on obtient la formule 



pareillement, si l'on relranebe - des deux membres de la 
deuxième équation (3), que l'on divise ensuite par x et que 
l'on fasse :t?=o, on obtiendra, en faisant usage des for- 
mules (5) du n" 183, 



et, en divisant par 4î 



la coHvergence de ces séries résulte évidemment de l'analysu 
même qui nous y a conduit. 



Décomposition des Jonctions coséc:r et sécx en un noinbri 
infini de fractions simples. 



si donc on remplace x par - x dans les équations (4) du nu- 
méro précédent, et qu'on fasse ensuite la demi -somme des 
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ri/suluts, on aura 



d'où l'on tire, en changeant x en - 



Ces formules pcnvcnt encore ûîre écrites de la manière sui- 
vante : 



(3) i 



"(r- m'~" m-'^ ■■ 

en faisant ^ = o dans la deuxième équation (3), il vient 



4" 3 ' 5 , 



Développement des fonctions tangx et cota: an sévit 
ordonnées suivant les puissances croissantes de oc, 

im. Si l'on pose 

itang^. 



(.)■_. -'[-^^j: 



les quantités K„ et ïi^ tendront vers zéro (u" 190J tjuand n 
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tendra vers l'iniiin. Or on a, par la division, 



et la série contenue dans le second membre de cette formule 
reste convergente pour toutes les valeurs de s comprises entre 
— a et H-«; donc les fractions en nombre limite 'dont se 
compose la valeur de tangjf — R„ seront dévcloppables en 
séries ordonnées suivant les puissances croissantes de a: pour 

toutes les valeurs de a; comprises entre — - et H — ; pareille- 
ment, les fractions qui figurent dans la valeur de cotx — Tl'„ 
seront, à partir de la deuxième, développables en séries or- 
données suivant les puissances croissantes de x^ pour toutes 
les valeurs de x comprises entre — ir et 4-Jt-, on aura, en for- 
mant ces développer 



tang.i; — R„ 



rious avons établi aun" Î90 que les séries 



sont convergentes pour (.£ = 1; donc elles sont, à plus forte 
raison, convergentes pour f^ > i . Si donc on désigne par S,^ 
et S^,, les limites de ces deux séries et que l'on fasse 



^v:^.--' 
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a,^ et et',,, s'annuleront pour « = 00. Cela posé, on peut 
écrire comme il suit les équations (2) : 



Or, si l'on désigne par a la plus grande des ijuantités a^ 
«'j, a'j,..., les valeurs absolues des deux sommes 



seront respectivement moindres que les produits de a par les 
valeurs absolues des deux nouvelles sommes 



(5) 



Les quantités (5) sont des progressions géométriques qui sont 
convergentes, la première pour les valeurs de x comprises 

entre et H — ^ la seconde pour les valeurs de x comprises 

entre — tt et -î- tt : d'ailleurs a devient nul, ainsi que lî„ et R^ 
pour n = co ; donc on a à la limite 






2'S, 



2 S'. 



2S'„ 



la première de ces équations subsiste pour toutes les valeurs 
de X comprises entre et -)■■ -5 la deuxième pour les va- 
leurs de X comprises entre — 7t et ■+- ir. 
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On a idcnticjuenient 

et si l'on fait 

B^ — ' ( , S- J_ _ JL ^ 



(8) 



Remplaçant, dans les équations (6), S,^ et Q',^^ par ces ' 
leurs, ii vient 

(tM.g^=:2=(2=-i)B,-^-- -:-.., -;-3'"^2^".-l)B„ -j^î^^H- 

(9) ; 
f cot:c=- — 2'E.^^-...--a="lJ,. ^ ■ ■ ^ --~.... 

La seconde équation (g) prend une foniic plus cicga: 
quand on met - au lieu de a;; on obtient ainsi 

(10) 1 — -cot- = E, -^ H 

formule qui subsiste pour tontes le; 
entre — aJt et -]- ajr. 

193. Les coelEeicnts Bi, Ea, Bj, . . . , qui figurent dans les 
formules (9) et (10), se rencontrent dans un grand nombre do 
questions d'Analyse ; ils sont connus sous le nom de nombres 
de Bernoulli. L'équation (7) donne l'expression générale de 
ces nombres ; mais cette expression contient la transcen- 
dante TT et en outre la somme d'une série indéfinie. Il est 
aisé, comme on va le voir, de déterminer successivement les 
nombres Bi, Bj, B3, . . . , qui sont tous rationnels. 

On sait que, si deux séries ordonnées par rapport aux puis- 
sances croissantes d'une variable x restent convergentes quand 
on réduit tous leurs termes à leurs valeurs absolues, et qu'on 
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ordonne par rapport à :c le produit de ces deux sénés, le ré- 
sultat obtenu est lui-même une série convergente; en outre, 
la somme de cette nouvelle série est le produit des sommes 
des deux premières. Cela |jose', on peut déterininer les nom- 
ires B„ au moyen de la formule (roj en multipliant celle-ci 
par I — cosx ou par sinx; on a identiquement 



^)=.', 



et si l'on remplace dans ces égalités i '■ cot - s s 

par leurs développements en séries, on trouvera 



1.3.4 ■ 
2 734. " 






-(t 



..a. 3 ' ■•■; «r ,.» ..2,3.4 



Effectuant les produits indiqués dans les premiers membres, 
égalant ensuite de part et d'autre les coefficients de x^"^^ dans 
la première formule, et ceux de x^"+' dans la deuxième, on 
obtient 



I.-J 


....(a,. + 3) 2 1.3 


,...(»» + ,) 


-H- 


I B, 


I B, 


1.2. ..2« 1.2 s. 2. 


..(a»-2) ,.2.3.4"*''- 


+ 1 


, 


.B- ,+ 




2(^+2) I.2...2fl 




■,..„,^- ' , »■ 











y Google 



TBAITÉ l>Ë TIIIGONOMÈTBIE. 



2. . .{2n-!-l) 3 I.2...?.« 




i B, I 


B, 


i.3..,(2n — () 1.2 1.2. ..[an 


-3). ...3.. 


, ^ r 


% 


^ ') ,.....(,,_,f. + ,) 


1.2. ..2p 


, .,„-, I ^" 





l'une quelconque de ces formules (i i) et (12) délerminera B„ 
si l'on connaît Bi, Bj,. . ., B„_, ; par exemple, la formule (12) 
donnera, en faisant ra = i, 2, 3, . . . , 



[ I 6 6.5.4, 

; 9. 2 2.3.4 

1 I 8 S. 7. 6 

<) 2 2 2.3.4 



équations desquelles 



B.= A, B..= «9f, B, = 2,.... 
(jt) 27J0 b 

La suite des nombres de Bemoulli est d'abord décroissante, 
mais à partir de B, elle devient indéfiniment croissante. Les 
relations (11) et (12) que nous avons obtenues ne sont pas les 
seules qui lient entre eux les n premiers de ces nombres, quel 
que soit «; par exemple, on obtient deux autres relations qu'il 
convient de remarquer au moyen des équations (9). Ûnaelfeo- 
tivement 

tangJT.cosj: =; sina^, 
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et, en remplaçant les lignes irîgono métriques par leurs déve- 
loppements en séries, il vient 



Si l'on effectue les produits et qu'on égale de part et d' autre 
les coefficients de x^" dans la première formule et ceux 
de x^"'' dans la deuxième, on trouvera 



(>4) 



Si l'on porte les valeurs de Bi, Bj, Bj, . . . , trouvées précé- 
demment, dans les formules (8), on obtient les résultats sui- 
vants : 



9<» 
"" 945' 
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.+ 3^+5^-^^-:-. 


■"^ 8' 


■ + i + i- + 7"^- 


■"P' 


'-'--?+ 5? + 7+' 


■=i65' 


^ "'■ F^ 5^ "^ y "^' 


■' i6ia8o' 


■ + è + è + ^+' 


29o3o4o 



ne contiennent dans leur expression, si m est entier, que la 
seule transcendante tt. 

Enfin, en portant ces mêmes valeurs des coeflieients B dans 
les formules (g), on a 

(.5) 



l tang^ = ,^ 
cot,r =: ■? 



3i5 



3 45 945 ■■■■ 

194. Les formules (6) peuvent être employées pour la con- 
struction des Tables de tangentes ou de cotangentes. Si l'on y 

fait x=:~ ~, elles deviennent 



tang i^~ 90" j =::= î {S, ^- + S, - -I- S, - -I- ... j , 
coî (™ go") = î — ~ " [s'i — '1- -^ S', ~ -h —^ S'g ^ -! 



Ces formules ne sont applicables que si —■ est une petite frac- 
lion, parce que lès sommes S,, Si, . . - , S',, S', ,■ • ■ décroissent 
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peu rapidement. On aurait obtenu des séries beaucoup plus 
commodes pour le calcul, si l'on avait conservé dans les for- 
mules (i) du n" 192, sans les développer en séries, les fractions 

' / ' \ i ~~~" 6^ ~! — ~i' 'i^^ pour X '-=; se rcdmsent res- 



, 4 mu 
pectivement a - -j— - 

de ces fractions sont 



4" 



. Les développements 



et, si l'on retranche respectivement ces deux équations des 
deux précédentes, on aura 



[(s;-') 



" ''' 4 



ii'V-}-, 



séries dont les termes décroissent très-rapidement. En faisant 
le calcul des coefficients avec vingt décimales, on trouve 



tang 



{M-^^ 



H 0,39755 678205973393308 — 
1-0,01868865027732983117 ^ 
KO.OOlSii 247530351003578 ~ 



< o ,63661 97723 67581 34307 55 

1-0,00019758007152047731 —j 
1-0,00003169773732486036 ~ 
h 0,0000034011 36991 41063 -îr 



y Google 



TBAITÉ I>Ë TRIGONOMÈTEIE. 



-1-0, 


ooooooaG64i33oM'iioo'^ 


^0,00 


oooo 


TOo 00006 iS4o4 -^ 


-f-0, 


00000 00295 86467 68238 ^ 


.-0,00 


„.„. 


0000.0 


.687,. =f 


+ 0, 


00000000328678837940^ 


..0,00 


„oo„ 


.00 oooo 


007634 — 


^0 


00000 oooo3 65174 90274^ 


+ 0,00 


0000. 


..0.000 


ooo!48:f 


-^0 


00000 00000 40754 o38a8 ^ 


-H 0,0. 


00.0 


.0000.. 


m" 

000094^ 


-HO 


00000 00000 o45o8 28887 ^ 


+ 0,00 


„o.„ 


000. .00 


00010 ^ 


+ 


00000 00000 oo5oos}o83i -^ 


H- 0,00 


000 00 


0...... 


ouooï ^ 




oQooo 00000 oûo55 65G4a '\ 
-^90"^ = £-xo,6366i97723 6 










cotf 


7581 34307 5535 


8 53490 


3574480136 




4.^_,.>X«''3' 


83o 98S61 


83790 


67153 8 




-0 


2o5a8 88894 14508 aoi54 ^ 


-0,00 


ooooo 


..oo„o 


s 3539S Ç 


-o 


oo655 10747 8821849935 ~ 


-0,.. 


..... 


.oo..07j3S498 5!^ 


.^o 


00034503925539677702 ^ 


-o,„o 


...00 


0...... 


45237a Jr' 


-o 


0000203791 o6o5i 558o6 ~ 


-0,0. 


...0. 


.00000c 


28273 ~ 


^o 


00000123665271773267 ~ 


-0,00 


0..0. 


...00. 


001767^ 


-o 


00000007649538161606^ 


^0,00 


...0. 


...000 


0001 10^ 


-0 


00000000475973801257^ 


~o,oc 


„o.c 


...... 


m" 
00007 -M 


"" 


00000 00002 96905 16679 '— 




















-o 


00000000001854068275 — 











y Google 



CHAPITRE CINQUIËUË. 

Développemenis des fonctions cosécx et sécx en se'ri 
ordonnées suivant les puissances croissantes de x. 

195. Si, dans l'équation 



on remplace lang- j:: el cot- x par leurs développements en 
séries, il vient 

(l) {;0SéC3;=-'- H-(5=— 2}B,— -h...+(2'"— 2)B„^ -h..., 

formule qui subsiste pour toutes les valeurs de x comprises 
entre — ir et -v-n. 

La fonction séo^ est aussi développable en série conver- 
gente ordonnée suivant les puissances croissantes de x^ mais 

seulement pour les valeurs de x comprises entre ^ et H — ■ 

En eilet, les deux fonctions tanga; et coséca: étant dévelop- 
pables en séries ordonnées suivant les puissances croissantes 

de X, pour toutes les valeurs de x comprises entre ^ et 

-\ — 5 il en est de même du produit tangxcosécx ou sccx, 

d'après un théorème connu dont nous avons déjà fait usage 
(193). Comme la fonction séc^ ne change pas par le chan- 
gement de a: en — x, et que cette fonction se réduit à i pour 
X TTT. o, son développement sera nécessairement de la forme 



Pour déterminer les coefficients d, Cj, C3,. . ., multiplie 
la formule précédente par 
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le prodiiit des premiers membres étant égal à i , les diverses 
puissances de X devront disparaître dans le produit des seconds 
membres. Egalant donc à zéro le coefficient de x*", il viendra 



■'■■■(°— a ±iJr 



K^O-c.. 



formule qui déterminera C„ quand on connaîtra C,, Cj, . 
Cn_i. Faisant successivement n=:i, 2,3,.,.,il vient 






C,=^-6i, 



011 voit par les forraiiles précédentes que les coc 
sont tous des nombres entiers. 

Remplaçant les coefficients îi et C par leurs valei 
mides (i) et (2) deviennent 



. .7^ 



C'est ici l'occasion de faire remarquer qu'on peut obtenir au 
moyen de la formule (i) des relations linéaires nouvelles entre 
les coefficients B. Par exemple, on a 



i l'on remplace les lignes tri gono métrique s par Ici 
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eu séries, qu'on effectue la multiplication indiquée dans le 
premier membre et qu'on égale ensuite de part et d'autre les 
coefficients de x^"~^. 



...(.„-=) 



Nous avons établi (191) qu'on a, quel que soit :r, 



"©■- m-'m-'^ "■■■ 

Si, par la division, on développe en séries ordonnées suivant 
les puissances croissantes de x les fractions contenues dans les 
seconds membres de ces formules, et qu'on identifie les résul- 
tats avec les formules (i) et (2), on obtiendra 

2= 3' 4= 1.2 ''^ ~ 12' 
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(4) 



Il faut remarquer que les formules (3) peuvent se déduire 
de celles du n** 193, et que la première des formules (4} s'est 
déjà présentée à nous (191). 

Des fonctions circulaires de ifariables iniaginaires. 

196, Les développements que nous avons présentés dans 
les paragraplies précédents permettent de considérer les fonc- 
tions circulaires sous un point de vue beaucoup plus général 
que celui sous lequel nous les avons envisagées jusqu'ici. On 
voie, effectivement, que, si l'on définit les fonctions sin z et 
cos z par le moyen des équations 

\ *"^'' "" T ~ TT^rrs ^ roT4T5 ~ " ■ ■ ' 

on pourra attribuer à la variable z des valeurs imaginaires; 
car les séries contenues dans les formules précédentes ne 
cessent pas d'être convergentes, lorsque z désigne une expres- 
sion imaginaire. Effective ment, une série dont les termes sont 
imaginaires est dite convergente lorsque les parties réelles de 
ses termes forment une série convergente, ainsi que les coeffi- 
cients de i. En posant 
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les formules (i) deviennent 




sont convergentes, quelle que soit la quantité positive p ; donc 
il en est de même, à plus forte raison, par un tliéorème connu, 
des séries qui figurent dans les expressions précédentes de sinir 
et de cosz. 

Les fonctions tanga, cots, sécz, cosécz ne sont dév^op- 
pables en séries convergentes ordonnées suivant les puis- 
sances croissantes de s que dans une étendue très -limitée, 
lorsque z est réelle : aussi ces séries ne s auraient- elles être 
employées pour exprimer la définition générale des fonctions 
auxquelles elles se rapportent; mais il est naturel de définir 
celles-ci par le moyen des équations 

'^"^^"" 7^7,^ COts=: -V-— , 



On voit immédiatement que les rapports et -■■ ■ ■ ten- 
dent vers l'unité lorsque la variable imaginaire z tend vers 



197. A ce nouveau peint de vue, les fonctions circulaires 
directes ont une liaison remarquable avec les fonctions que 
l'on nomme exponentielles; c'est ce que nous allons déve- 
lopper. 
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Désignons par z une variable réelle ou imaginaire, et j 



?(»)=■ + 



1.3.4" 



la série du second membre sera évidemment convergente, 
quelle que soit la valeur réelle ou imaginaire de s ; en chan- 
geant z en 2i, on aura de même 



ïN-' 



1.3.4 



Les séries exprimées par y (s) et y (z,) restant convergentes 
quand on réduit z et 3, à leurs modules, si on les multiplie 
l'une par l'autre et que l'on réunisse en un seul tous les termes 
de même degré en z et Zj, on obtiendi'a, d'après un théorème 
connu, une nouvelle série convergente dont la somme sera 
égale à y (z) 1^(3])- Or, en faisant le produit dont il s'agit, on 
trouve que le terme du degré w en s et si est 

1.2... «[^"'^7^" '^' "'' 1.2 '^, ^-■■■ + ^,J = 
ou 

ï. 2.377: «■■' 

on a donc 

et, par suite, 

, (.),(.,)tW- -»{%-) = 7(" + •. + ». + ■ ■■ + %-.). 

quelles que soient les \j. quantités z, z,, .... Si ces quantités 
sont égales entre elles, la formule précédente se réduit à 

ti(')]'-=î(H^ 

donc, si \). et v sont deux entiers positifs, on a 
[,(d=S)]-=[,(±.)l-, 
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, à cause de ç(i) ^( — i) -.-ij(o) = i, 



[ï(± ,-)]'=- [?(■)]*'. 



On désigne habîtuellemenL par e la valeur de ^ (i), eii sorte 
que l'on a 



la série par laquelle le nombre e est ainsi défini est très-con- 
vergente, et si l'on pose 



R„ sera l'erreur que l'on commettra en s'arrètant au terme 
_. On a évidemment 

et, par suite, 

donc si, pour calculer e, on néglige tous les termes qui suivent 
le [n ^- 1)'*"", l'erreur commise sera moindre que la n'^""' par- 
tie de ce terme; on trouve ainsi 

e = 2, 7182818284,59045.... 

D'après ce qui précède, on peut écrire 

ffl ( - ) est évidemment positive , ç ( — - 1 l'est également à 
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came de 

t(£)t(- S) =.(=) = .; 

donc, si z est réelle, la quantité çp (a) est égale à celle des va- 
leurs de l'expression e", (jui est réelle et positive. 

Ce résultat nous conduit naturellement à désigner par 
e", quel que soit 2, la limile de la série convergente 

j _l y. __ _[_..,; en sorte que faire la somme de cette 

série, c'est élever le nombre e à la puissance z:, et, d'après 
la proposition que nous venons d'établir, la propriété fonda- 
mentale de la fonction e' est exprimée par la formule 



qui a lieu, quelles que soient les quantités s et ^i . 

Si l'on désigne toujours par i l'imaginaire ^ — i , et qut 
dans l'équation 



(3) 

on remplat 



\ 1,2 1.2.34 ■■■/ ' \i '-a-S "-.-5 "'} 
c'est-à-dire, à cause des équations (i), 

(4) j.-i=ci;!";;;"; 

on tire de là 

Si, dans la formule fondamentale {2), on remplace z ex. z 
d'abord par iz et i^i, puis par — iz et — iz,, on aura 
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î foni 


ml» (4), 




.)(co> 


z, + isin^, 


).= co,(z- 


:) (co! 


z, — ï sinzi 


) = co.(.- 



,-a.(z + _,,). 
(co,z-.-ànz)(coBZ,-i,mz.) = co.(. +.,)-■■»«(' + '.)! 
en ajoutant ces deux équations et en les retranchant ensuite 
l'une de l'autre, on trouvt;, après avoir effectué les produits 
indjque's, 

formules qui ont lieu, quelles que soient les quantités réelles 
ou imaginaires repre'sentées par z et z^. Il résulte de là que 
toutes les formules de la Trigonométrie générale que nous 
avons déduites de celles qui se rapportent i l'addition des arcs 
subsistent sans aucune modification, lorsqu'on substitue aux 
arcs des expressions imaginaires. 

Si, dans les formules (a) et (6), on remplace z par .t et s, 
par ly, il viendra 

£"'>■-" e'.e'T, 

sin(3T-!-//)™sin3;co5!jr + cos.rsinjj; 
mais les formules (4) et (5) donnent 

y— I ■■■ ■ — . 'In.îlZ ■ ■ __ ■'=^ — '^"■^. 

on a donc 

/ e'^'j^: e" cosj 4- ie' sin j, 

f sin(.r H- ,f) = —^ sm,« -i- t — cos.r. 

Ces formules (8) ont lieu, quelles que soient les quantités x 
ely réelles ou imaginaires ; mais elles sont surtout utiles, pour 
ramener à la forme ordinaire des expressions imaginaires les 
ibnctions e", coss et sins, dans lesquelles s désigne une ex- 
pression imaginaire x H- iy. 

Trig.S. iS 



yGoosle 



274 TEAITÉ DE TRIGONOMÉTRIE. 

On a encore, quels que soient x et j', 
„„„(^ , ,.^> _ smi^ + ir) _ ; sin(^ + /7)cos(^ 



à cause des formules (y). 



(9) tans(^-i- (/)- 



Dans le cas de x = o, cette dernière formule se réduit à 

. .ef — e-y 

(.0) tan8,j-_-=.-^— ^. 

198. La fonction exponentielle e* possède une propriété re- 
marquable, qui pourrait être prise pour sa définition, et qui 
est exprimée par le théorème suivant : 

Théouème- — Si l'on désigne par z une quantité donnée, 
réelle ou imaginaire, et par m un nombre entier positif, on 

e==:rlini I I-+- — ) ) pour m ^ CO . 

Pour démontrer ce tliéorèmc, développons par la formiile 
du binôme, relative à l'exposant entier et positif, l'expression 

{ iH ] ; on aura, en désignant par n un nombre entier in- 
férieur à m, mais qu'on peut supposer d'ailleurs aussi grand 
qu'on le voudra, 



K„ désigne la somme des termes, en nombre limité, qui sui- 
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v^5 



vent lo {n -)- i)'*'"", et, l'oi 



r..= 



-fc 



(« 



Nous savons que le module d'un produit est égal au produit 
des modules des facteurs, et que le module d'une somme ne 
peut surpasser la somme des modules des parties (162) ; donc 
le module de R„ ne peut èlre supérieur à la valeur que prend 
le second membre de la formule précédente, lorsqu'on y rem- 
place z par son module p. Mais cette valeur, qui est une somme 
d'un nombre limité de termes, est évidemment inférieure au 



module du produit de li ^(•■■(i — — — - j _ 

somme de la progression géométrique illimitée 



- par la 



Le module de R„ étant iufér 



-î si l'on suppose h. -(- i ^ p 
c au module de l'expression 



si l'on désigne par 6 une certaine expression imaginaire dont 
le module est inférieur à l'unité, on aura 



-(--^-(-~)7^(.^)' 



M 



Supposons maintenant que, le nombre n étant invariable, on 
fasse croître indéfiniment l'entier m; les formules (i) et (2) 
donneront, en y faisant ns = co , 



(3) 

(4) 



y Google 



2;6 TRAITÉ DE TRIGONOMÉTRIE. 

L'équation (3) a lieu, quelque grand que soitra; si l'on fait 
tendre ce nombre vers l'infini, on voit par la formule (4 ) que R„ 
tendra vers zéro, et la formule (3) donnera 



lin 



»(-^-)"- 



Reinarqut:. — Le théorème que nous venons d'établir est 
susceptible d'un énoncé plus général, que l'on peut présenter 
comme îl suit : 

Si m désigne un nombre entier positif, et que z soit une va- 
riable imaginaire fonction de m, qui tende vers la limite z^ 
quand m tend vers l'infini, on aura 

limli-l- — I =e=», pour /»::=«), 

En effet, les équations (i) et (2) ne cesseront pas d'avoir 
lieu si z dépend de m. Si l'on y fait m = 00 , et que l'on dé- 
signe par po le module de ^o, c'est-à-dire la limite de p, on 
aura 

lim [ 1 + — ) =iH-- -h -^ -'r- .-H- — -hR„, 



6 désignant toujours une expression réelle ou imaginaire dont 
le module est inférieur à i ; et, en faisant tendre n vers l'infini, 
on obtiendra 

fini (i-h^y'=:e'«. 

199. L'analogie qui existe entre les fonctions circulaires 
directes et les exponentielles subsiste naturellement entre les 
fonctions circulaires inverses et les logarithmes. 

On nomme /o^a/'iV/z/jifi/ie/jeri'e?! d'une expressionioiaglnaire 
z = p^cosw-!-isinw) l'exposaut de la puissance à laquelle il 
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faut élever le nombre e pour reproduire p (cosw-l-ismw). Pour 
trouver un tel logarillime, il faut cliercher les valeurs réelles 
de X et àej' susceptihles de satisfaire à l'équation 

^+'> = p{cos.> + :sin«), 
ou 

e'{cosr -^ i sinr) = p {cos« -I- i sinu). 

Celte équadou tient lieu des deux suivantes : 

e^ cos^ = [> cosuj e' siny = p sindi, 

d'où l'on tire 

«^1— p, ces/ zzz cosM, siiy = sina, 

et, par suite, 

/f étant un entier indéterminé. Ainsi l'expression 

a une iiifinité de logarithmes népériens tpi sont tous donnés 
par la formule 

en particulier pour w = o et pour w = tt, on a 

1 (p) = \p + ^J-^i, H~p) = k -'^ (2^- -1- 0"'; 

le signe l(p) est ici employé pour désigner l'ensemble de tous 
les logaritlimes de p, tandis que Ip désigne seulement celui de 
ces logarithmes qui est réel. 

Lorsque s désigne une expression imaginaire, les notations 
arc sins, are cose, arc tatsgs, arc cota, . . . 
représentent toute expression imaginaire dont le sinus, ou 
le cosinus, ou la tangente, etc., est égal à z; ces expres- 
sions sont susceptibles d'une iniinilé de valeurs dans le cas 
de z imaginaire, comme dans celui de s réel : aussi, pour 
pouvoir les admettre comme des fonctions de s, est-il néces- 
saire d'ajouter quelque chose à leur définition. Nous ne pour- 
rions entrer dans les détails que comporte cette question sans 
sortir des limites que nous nous sommes fixées, et nous ren- 
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verrons pour les développements aux ouvrages dans lesquels 
Cauchy a traité cette matière. Nous nous tornerons ici à 
indiquer comment on peut déterminer les valeurs des expres- 
sions arcsïnz, arccosz,..., lorsque s aune valeur imaginaire 
a-\~i§. Considérons, par exemple, l'expression arc ces (ct-{- ( c) ; 
si l'on pose 

^-h/j=:arccos(a-f-(e), 
il viendra 

_ , , , __ e-' 4- t-/ er—e-J" . 

on a donc 

e-f -i- e-r e^ — c-J" . 

(l) — .C05^=a, Slll.C=:r— g, 

d'où 

_ a g „_^ g 

et, en multipliant, 



On tire de là, en observant que sin'x doit Être positif, 



^^h^'-v/lH^")'^-"' 



^-^i^-^y 



VF 



extrayant les racines carrées des deux membres, et remarquant 
que cosjc doit avoir le signe de a, il vient 

(3) oos» = 
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Si l'on fait, pour a 



V(^ 



les équations (2) et (3) donneront 

les signes supérieurs ou inférieurs devant être pris ensemble, 
et k désignant un entier indéterminé ; il suit de là que l'on a 

arc cos(« + iS) = 2 ,f7r± {^„ + .j.)- 

Dans le cas particulier de ê = o, les équations (i) donnent 
immédiatement sin:f:;= o ou j>' = O. En prenant/ = o, on a 
cosj!: = a, et cette solution ne convient qu'au cas où «est com- 
pris entre ~i et -i-i. En prenant sina':=o, on a cosx^^±i, 
le signe du second membre étant celxii de a ; la première équa- 
tion (i) donne alors 

d'où 

er = i!=a-f. t/"'— I. et x = \{±a-V- -ijc,'— i). 
On a donc, si a. est compris entre — co et — i, 

arccos«^ (3A- + i).: ^- n(- a -^ l/^^^^^), 
et si a est compris entre -+- 1 et -f- 00 , 

arccos«= 2^ît-4-;l(a+ \/ix'— i), 
k désignant toujours un nombre entier positif, nul on négatif. 

Du cosinus et du sinus hyperboliques. 

200. Les Tables trîgonométriques offrent le moyen de cal- 
cider coso; et sina:, quel que soit l'arc réel Jc; et si l'on avait 
d'autres Tables donnant les valeurs de cos ix et de sinix pour 
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toutes les valeiu'S réelles de a?, on obtiendrait aisément, par 
les formules relatives à l'addition des arcs, le cosinus et le 
sinus d'une expression imaginaire quelconque x-i-ij. Des 
Tables du genre de celles dont nous venons de parler ont été 
construites effectivement; mais, voulant éviter l'emploi des 
imaginaires, leurs auteurs ont cru devoir introduire une nota- 
tion nouvelle dont nous allons parler. 

Lorsque la variable x est réelle, les fonctions cos ix et - — 7-^ 

sont aussi réelles ; la première est dite le cosinus hyperbolique, 
la seconde le sinus hyperbolique de x. On peut représenter 
les cosinus hyperboliques et les sinus hyperboliques par les 
caractéristiques cosliyp, sinbyp, placées devant la variable; 
alors on aura 

cos hyp.>: ^ cos/.r, siiihyp,r =.- ~'-.''^, 



Le cosinus hyperbolique et le sinus hyperbolique d'une va- 
riable X sont liés entre eux par la relation 

coshyp'a^ — sinhyp'a: 1= i , 

sin hy n ,r cos hyp x , . t ^ 

Les quotients ~ — et -: — ~^ sojH dits isl tangente hyper- 
bolique et la cotangente hyperbolique de x, et l'on a 

îanghyp.j;=^^-p^, cot hyp.^= ^_ ^_^ . 

Eulin, quand on pose coshypJC^_j' ou sinhyp^:=jf, ou, etc., 
on écrit aussi x = arccoshyp^, oux=arcsinbypj'-, ou, etc.; 
on a d'après cela 

arccosliyp.. = l(,r±v/^^3r^), 

lire tanghypj: :r= — 1 ■ -■ 
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II est indispensable d'avoir recours au Calcul différentiel (*) 
pour justifier les dénominations dont nous venons de faire 
usage. 

Les premières Tables de cosinus et de sinus hyperboliques 
sont dues à Lambert; elles ont paru à Berlin en 1770; dans 
ces dernières années, Gudermann en a publié d'autres plus 
étendues et de beaucoup préférables à celles de Lambert. 

Développement des fonctions log(i-l-3} et arc tangz en 
séries ordonnées, suivant les puissances croissantes de s. 

201. La méthode que nous allons employer pour obtenir 
les développements en série des fonctions log (i -I- z) et 
arctangs suppose !a formule du binôme pour un exposant 
fractionnaire. Afin de ne rien laisser à désirer à l'égard de la 



(') Si l'on rapporta un oflrcle donl le rayon esl pris pour unité k deuï aies 
rectangulaires coordonoéfl, dontl'iin, celui des abscisses, passa par l'oti(;ine des 
arcs, l'obscisse ot l'ordonnde d'un point M de la circouférence seront le eostnos 
et le sinus de l'arc compris entre l'axe des abscisses et le point M, ou, si l'on vent, 
le cosinus et le sinuB du donWe de l'aire du secteur correspondant ù. l'are donl 
il vient d'être question. Et, de même, si l'on rapporte h. ses axes une hyperbole 
ëquilatère dont le demi-axe est pris pour unité, l'abscisse et l'ordonnée d'un 
point M de cette courbe seront le cosinus hyperbolique et le sïuus hyperbolique 
du double de l'aire du secteur compris antre l'axe deâ abscisses et le rayon qui 
joint le point M au centre de la courbe. 

En effet, le demi-aie de l'hyperbole éqnilatère étant pris pour unité, l'abscisse 
ê, supposée positive, et l'ordonnée ij salisfont à l'équation |' — 11'=: i i en soete 
que Ê et ij sont nécessairement !e cosinus hyperbolique et le sinus hyperbolique 
d'une certaine variable x. On peut donc poser 



^ = cc 


lahypj: — 1 iî = sinhypj:^ 


_. 


— î 




on déduit de la, p. 


ar les rÉfjles du Calcul différentiel, 








d'où 










On voit par là que 


■ a: est oiTcclivenient le double de l'ai 
cisses positives et le rayon qui joint le 


re du 


6 de la 1 


■ compri 
!OUrbe ai 
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théorie que nous présentons dans ce Chapitre, nous commen- 
cerons par établir ici cette formule. 

Formule nn binôme. — Désignons parwime quantité réelle 
quelconque et par z une quantité réelle ou imaginaire dont le 
module soit inférieur à i ; la série 



se réduira à une somme d'un nombre fini de termes si n est un 
entier positif; dans tout autre cas, elle contiendra un nombre 
illimité de termes, mais elle sera toujours convergente; car le 
module de z étant plus petit que i , par hypothèse, le module 

du rapport ■ ~ 3 du (ja -I- ij'*'"" terme de la série au p.''"" 

restera inférieur à tme fraction moindre que i pour toutes les 
valeurs de fj. supérieures à une certaine limite. 

Cela posé, z étant considéré comme constante, et n comme 
variable, désignons par f («) la somme delà série; on aura 

et, en changeant n eu n,^ 



ï(»0-T 



Si l'on multiplie f{n) par 91 («i), et que l'on ordonne le pro- 
duit par rapport à s, on trouvera, en faisant usage de la for- 
mule (i) du n" 180, que le coefficient de z^ est 



d'où il suit que l'on u 
et, par suite, 
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71, Wi, Tîj. . . . , Hn_, étant des nombres quelconques. En sup- 
posant ces nombres égaux entre eux, on obtient 

U résulte de là que, si fA et y sont deux entiers positifs, on a 

[,(±£)']■=[,(±,)]^ 

car chaque membre de cette formule est égal, d'après ce qut 
précède, à ç{±p). Or on a 

donc 

par conséquent œ { ± - J est l'une des valeurs de l'expression 
{i H- 3) ', et c'est dans ce sens que l'on peut écrire 

202. Développemejst de la eomctiois log(H- s). — Dési- 
gnons par s une variable réelle ou imaginaire dont le module 
soit inférieur à i ; d'après ce qui précède, si m représente un 
entier positif, la série 



est convergente, et sa puissance m''^"" est égale à i -i- z. Si 
donc on désigne par i -I la somme de cette série, on aura 
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-i-l.- 
' V 



.)■■•[- 



-.-o-(.-;)-(.-i)^:v 



Les coefficients iiuinériqucs delà somme entre parenthèses sont 
tous inférieurs à i ; par conséquent, si l'on représente par p le 
module de z, le module de la somme dont nous parlons sera 

inférieur à i -J- p -h p^H-- - - , c'est-à-dire inférieur à ——: 

1 — p 

la somme elle-même pourra donc être représentée par > 

en désignant par S une expression imaginaire dont le module 
est inférieur à i. D'après cela, l'expression de u sera 

-M^-(.-^)(.-i)-(-<.^)ï 

-^-•y (.-;)(--i)-(."i)£=Tr^- 

Faisons tendre maintenant l'entier m vers l'infini et dési- 
gnons par Un la lîaiite de u. L'éijuation (i) donnera d'abord, 
d'après le théorème démontré au n" 198, 

(3) &"z.^i^^, 

et l'on aura ensuite, par l'équation (a), 
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9 désignant toujours une expression imaginaire dont le module 
est inférieur à i . Enfin, comme — — lead vers zéro, quand n 
tend vers l'infini, on aura à la limite, pour ;; = co , 

(5) „.=,î_ï^|_-'+,,.. 

D'après la formule (3), la quantité «o exprime l'un des lo- 
garithmes népériens de i 4- s, et c'est dans ce sens que l'on 
peut écrire 

(6) ,(,+,j=,;_i"+_j_,.., 

Unequantité positive n'a qu'un seul logaritlime réel; si donc a 
se réduit à une quantité réelle zh x comprise entre — i et -1- i , 
on aura pour les logarithmes réels de i H- jc et de i — jc, 



203. Hevcnons à la formule (6) et posoni 
On tire de ces deux équations 



(y) .= ..^, + ,,pc«s.-l-p", 

et 

fio) cosa-, '^P*^"^" , sin9 = P_^5i^, taiigO = -P -- '"" — . 
r r I -i- p cosw 

Les quantités js et w étant données, l'équation [9) détermi- 
nera sans ambiguïté le module /■■, quant à l'angle â, il sera 
aussi complètement déterminé par les équations (10), si on 
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l'assujettit à rester compris entre les limites — it et -+- T. Mais, 
parce que le module p de z est inlerieur à i, on voit par 
les éqiiations (lo) que cosS est toujours positif, et en consé- 
quence l'angle 9 demeurera compris entre les limites — - et 
-1 — ; cet angle sera donc déterminé sans amtiguilé par la 

troisième équation (lo) qui fait connaître sa tangente. 

Cela posé, l'expression générale des logarithmes népériens 
de I -;- z est 

i{l-^z) = l{re") = lr + i{S^^9.l:^), 

h étant un nombre entier ; par conséquent, la formule (6) don- 
nera, pour une valeur convenable de A, 

Le second memLre de cette équation s'annule pour p = o ; il 
en est de même des quantités Ir et 9; celles-ci sont d'ailleurs 
des fonctions continues de p : donc le nombre entier h est né- 
cessairement nul, et l'on a 

Si l'on égale séparément les parties réelles et les. coefficients 
de I, que l'on remplace en même temps /■ et 6 par leurs valeurs 
tirées des équations (9) et (10), on aura 




et il faut se rappeler que le premier membre de l'équation ( 1 3) 

doit être pris entre les limites et -i — « 

Si, dans les formules (12) et (i3), on change m en tt — w. 
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il viendra 

(i4) 1 \/T^Iicos«-V-f--.^ — "-^ — L^ 



Ces formules (ta), (i3), {i4) et (ï») sont fréquemment em- 
ployées en Astronomie et en Géodésie. 

Remarque. — Il est très-important de remarquer que la 
formule (4) donne l'expression du reste delà série dans la- 
quelle se développe l(n-s). Par exemple, si l'on S'ait n = o 
dans celle formule, il vient 

ou, ce qui revient au même, 

(■6) l(, + z) = 8--E-, 

6 désignant toujours une expression imaginaire dont le mo- 
dule est inférieur à i. 

204. Développement de l'arc eh série ordokhée suivamt 
LES PUISSANCES DE LA TAKGBHTE. — Lcs sérics coutenucs dans 
les formules (i3) et (i5) sont convergentes, quel que soit to, 
pour toutes les valeurs de p inférieures à i ; si l'on fait, dans 
la formule (i3), 



(,,) a,xl.,ng.=---3+j---:-,.., 

formule qui a lieu pour toutes les valeurs réelles de z com- 
prises entre — i et + i . Le premier membre doit être pris, 

comme on l'a vu, entre les limites et H — » et alors il 



sera nécessairement compris entre — 7 ^^ " 
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la fonnuîe (17) se Iraiisforine dans la suivante 

(IB^ ^— — - g -H- ^ ...., 

qui subsiste pour toutes les valeurs de x compi'isus uuire 

On a identiquement 

arc tangî + arc taiig - —z:Z~-, 

en prenant les arcs entre les limites — - et + - et en donnant 
au second membre le signe de^; d'après cela, si l'on cliange z 
en - dans la formule (17), on aura 

(19) arctangz =± ^ - -^ + .--^ - ^^ -;-,... 

Cette nouvelle formule subsiste pour toutes les valeurs de z 
comprises entre — qo et — i ou entre 4- t et H- « ; le premier 

membre doit toujours être pris entre les limites et -i — ■ 

En faisant z = ta.ngx, on obtient 

formule qui subsiste pour les valeurs de x comprises entre 



Remarijue. — L'analyse qui nous a conduit à la formidc ( 1 7) 
suppose essentiellement que la valeur absolue de z soit infé- 
rieure à i; mais, comme la série du second membre reste con- 
vergente pour les valeurs limites rh 1 , la formule subsiste pour 
ces valeurs. En effet, supposons que dz z tende vers l'unité par 
une série de valeurs successives inférieures à i, les deux 
membres de la formule (17) seront égaux pour toutes ces va- 
leurs ; d'ailleurs chacun d'eux tend vers une limite détermi- 
née : donc ces limites sont nécessairement égales. 
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Calcul du rapport de la circonférence au diamètre. 

205. En faisant x = ^ dans la formule (i 8) du 
cèdent, on obtient 



cette série, que nous avons déjà rencontrée, converge très- 
lentement, et elle ne peut servir au calcul de îi; on peut ob- 
tenir, pour cet objet, des séries exlrÈmement convergentes. 
Posons, par exemple, avec Euler, 



tang<i=-, 
on aura 

taiigy —taxiga 



tangè^: 



iH-tiing-jtMga 



"4 

et si l'on rempiace a et i par leurs valeurs en séries tirées de 
la formule ( 1 7 ) du n° 204, il viendra 

4 ~ i^ï ~ 37^ "■" 5;;^^ ^ ■ ■ ■ j ■"*' \ 3 " 3T3Ï ^ 573> —■•■}■ 
On obtient des séries plus convergentes en partant de l'arc a, 
dont la tangente est -, cl en opérant comme il suit. Soit 
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On voit que 4^ diffère peu de -;-; si l'on pof 



on a donc, en remplaçant a et b par leurs valeurs en séries, 

4 "" "f ( 5 " O^ '^ 575^ ~ ■ ■ ■ ) ^ 1^39 ~ ^7^ '^ ■ ■ ■ j ■ 

Au moyen de cette formule on trouve sans difficulté cette va- 
leur de 71 avec vingt-cinq décimales exactes : 

77 — 3 , 1415926535 89793 23846 26433 8. . . . 

Euler a donné dans les Mémoires de l'académie des 
Sciences de Saint-Pétersbourg un grand nombre de séries 
du même genre que la précédente ; mais ce que nous avons 
dit est suffisant, et nous renverrons les lecteurs curîcnx dc' 
connaître ces développements aux ouvrages que nous venons 
de citer. 

Formules relatives au calcul des logaritlmies. 
Module des logarithmes vulgaires. 

206. Les formules (7) du n" 202, savoir 

subsistent pour toutes les valeurs positives de x inférieures 
à II et en les retranchant l'une de l'autre on obtient 
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Si l'on remplace x par — dans la première formule, et par 
■ — i——r dans la troisième, il viendra 

(i) ( 

cl, en faisant A = i , 

Ces formules sont employées pour le calcul des logarithmes 
népériens; les séries qu'elles renferment sont très-convergentes 

lorsque les rapports — » — sont de petites fractions- 

Si l'on multiplie les formules (i) par le module M des loga- 
rithmes vulgaires, on aura 

j,„.(NHW,)^.ogN-.,l(A__';L,,.,^-^..). 



Pour que l'on puisse faire usage de ces formules (3), il eal 
nécessaire de connaître le module M dont l'expression est 

" = rTï' 

et l'on déterminera facilement sa valeur par le moyen des for- 
mules (i) ou (s). 

Etïectivement la deuxième des formules (a) donne, eu i'ai- 
sant K -- 1 j 

(4) t'- 



3.3^ 
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la deuxième des formules (i) domiu ensuite, en faisant 
N = 8 = a' et A = 2 , 

(5) lIo=3l2-^2('~-^-~ + ^^^-...V 
et l'on aura, en conséquente, 

(6) ^ =6 (^ + ~ + ^'— -h..\ -^J'- + .--- 4- ^ -^..\ . 

"■ ■" M V3 3.3^ 5.0^ ; \9 3.9' 5.9- ; 

Les séries qui figurent dans cette formule sont suffisamment 
convergentes; mais on peut en obtenir une infinité d'autres 
plus rapidement décroissantes. Par exemple, si l'on fait, dans 
la deuxième formule (i),JN = 4o96= 2'% /z = 4,N+A~4ioo, 
et, dans la deuxième formule (a), N = 4o=^ -î^ X.10, il viendra 

14[ + :lllO:=ial2-(-2(-!^ + -— V^ -i-...], 

V'o49 3.3o.i9> /' 

en éliminant 1 2 et l4i entre ces deux ct|uations et l'éciua- 
tion (5), on trouve 



Si l'on calcule chaque terme de la formule (6) ou de la for- 
mule (j) avec vingt-liuit décimales, de manière à pouvoir en 

conserver vingt-cinq dans les valeurs de -— et de M, on trouvera 



(8) 



- = 2,3025850929940456840179914..., 

M =: 0,434294481903251 82965 I 1289. ... 

Le module étant déterminéj les formules (3) ^Jourront l'tre 
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employées pour le calcul des logaritlimes vulgaires; mais nous 
renverrons pour les détails à l'inslruction placée en tête des 
Tables de logarithmes de Gallet. 

Développeiiie7it.s des fondions coainx et sin7?ia? en séries 
ordonnées suivant les puissances croissantes de sinx. 

207. Les formules (i) et (2) du n" 181, où m désigne un 
nombre entier, donnent les valeurs de cosmfl et de smma 
exprimées par un polynôme ordonné suivant les puissances 
entières et ascendantes de sino, ou par le produit de la mul- 
liplicalion d'un tel polynôme et de cosu; les formules (i) se 
rapportent au cas de m. pair et les formules (2) au cas de m 
impair. Les seconds membres des formules (1) deviennent 
des séries illimitées si m cesse de représenter un nombre pair ; 
la même chose a lieu à l'égard des seconds membres des for- 
mules (2}, lorsque m n'y désigne plus un nombre impair, 
mais il est facile de s'assurer que ces séries sont toujours 
convergentes. En outre, les calculs que nous avons exécutés 
pour établir les formules dont II s'agit, dans l'hypothèse de 
m pair ou dans celle de m impair, s'appliquent également à 
t'iiypothcse contraire, pourvu que cosa soit positif, condi- 
tion qui sera remplie si l'are a est compris entre les limites 

— - et -1 — i la seule différence consiste effectivement en ce 

que, dans le cas où nous nous sommes placés au n° i81, nous 
n'avions à développer que des puissances entières du binôme 
1 — sin'a, tandis qu'ici les exposants de ces puissances auront 
le dénominateur 2 . Mais chacune de ces' puissances est, comme 
on l'a vu, développable en une série convergente dont les 
termes se succèdent suivant la même loi que ceux du déve- 
loppement des puissances entières; d'ailleurs le nombre des 
séries de cette espèce qu'on doit ajouter est essentiellement 
limité, et la formule de réduction du n" 180 est générale; on 
arrivera donc nécessairement aux mêmes résultats en opérant 
de la même manière dans le cas de m pair et dans celui de 
m impair. Par conséquent les deux systèmes de formules (i) 
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et (a) du n° 181 peuvent être employés indifféremment, quel 
que soit l'entier m, pourvu que l'arc a reste compris (^ntrc les 

limites et -j- - • On a donc , en réunissant la première 

formule (i) à Sa deuxième formule (2), et en écrivant x ax\ 
lieu de a, 



m. m . , 


{m^^)m.m(m — %] 


i.a 


i.a.3.4 


((» + 


,)»(».-■) 




1.2.3 


fm + 3)t,»-]- 


,)»(„.-,)i™-"3) 



9-34.5 

pourvu, nous le répétons, que m soit un nomlîro entier et que 

X soit compris entre — - et H- -- 

Cela posé, je dis que les formules (i) subsistent pour toutes 
les valeurs réelles de m, si l'arc x reste compris entre les 

limites — — et H 

En effet, désignons par ç (m) la somme des seconds mem- 
bres des formules (i) multipliés respectivement par i et ^ — i 
ou i; représentons aussi par tf (m,) et <f(m-i-m,] les résidtats 
que l'on obtient en remplaçant, dans y (m), m par /«i et par 
Tw-t-mi- Les quantités ç("i), f ('»i)' f ('"H-'"]) étant ordon- 
nées par rappoi't aux puissances croissantes de sinx seront des 
séries toujours convergentes, et cette convergence ne sera pas 
altérée si l'on remplace chaque terme par son module; il s'en- 
suit que, si l'on multiplie entre elles les séries représentées 
par y (m) et ç(mi), et que l'on ordonne le produit suivant 
les puissances croissantes de sin^, on obtiendra ttne nou- 
velle série convergente dont la somme sera f{m) f{mi). Mais, 
lorsque m et mi se réduisent à des nombres entiers, on a 

(=) ,(»),(»o=f('»-»>i). 

car, dans ce cas, les équations (i) ont lieu, et l'on a 
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donc les coefficients des mêmes puissances de sina: sont iden- 
tiquement égaux de part et d'autre. Ces coefficients sont des 
fonctions entières de m et de jw,, et de ce que leur égalité existe 
pour toutes les valeurs entières de m et de m,, on peut, con- 
clure que la même égalité subsiste, quels que soient m et mj ; 
il suffit eifecti veinent de répéter ici le raisonnement que nous 
avons fait ju n" 180 à l'occasion d'un cas semblable. L'éga- 
lité (2) ayant lieu identiquement, on en conclut 

,(»),(".,)■■■?("■.-.)=»(»+».+■■■+'»,-.)■ 

quelles que soient les v quantités m, mj , . . . , m,_, , et, dans 
le cas où ces quantités sont égales entre elles, on a 

Si l'on t'ait m^^ ~t p. étant un nouvel entier, cette égalité 
devient 



t(^)I- 



k désignant un certain nombre entier, qu'on peut supposer 
inférieur à v . Or <f ( - ) se réduit à i pour x^=Ci : donc alors 
l'entier fr est nul; il s'ensuit que l'on a constamment S =: o, 
car les seconds membres des formules (i) varient d'une ma- 
nière continue quand x croît de ^ à + -- Ainsi l'on a 

lorsque m est égal à une fraction rationnelle -; et il s'ensuit 

évidemment que la même formule a lieu encore si m est un 
nombre incommensurable. 

On voit d'après cela que les formules (i) subsistent quel que 

soit m, pour toutes les valeurs de x comprises entre — ~ et -h - ■ 
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Développement de la fonction arcsinz en série ordonnée 
suivant les puissances entières de z. 

208. Les formules (i) du numéro précédent peuvent s'écrire 
comme il suit : 



-fe]('-?)-[-"o^]^ 



, t.3...f2« 



Les seconds membres' de ces formules sont des séries con- 
vergentes quel que soit m; en outre, dans chacun des termes 
de ces séries, le produit des facteurs qui dépendent de m se 
réduit à i pour m = o, lors même que le nombre de ces fac- 
teurs devient infini, ainsi qu'on le reconnaît inira.édîalem.cnt 
en se reportant aux formules (i) du n" 187. On a donc pour 

L-smra-iSî!;+ ,.3...(,„- .),in-^... 

Ces formules, qui subsistent pour toutes les valeurs de x com- 
prises entre et -! — , font connaître les développements 

de l'arc x et de son carré en séries ordonnées suivant les puis- 
sances entières de sina:. 

On parvient encore aux résultats précédents par les consi- 
dérations suivantes. Les premiers membres des formules (i)du 
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11° 207 peuvent être développés en séries ordonnées suivant les 
puissances entières de m : donc les seconds membres peuvent 
l'être aussi do la même manière. Les formules dont il s'agit 
étant ainsi préparées, si l'on égale de part et d'autre les coef- 
ficients de m et ceux de m^, on retrouvera les équations (i) 
que nous venons d'obtenir. 

Si l'on remplace x par œ dans la deuxième formule ( i ) , 

cette formule {2), qui donne le développement d'un arc en 
série ordonnée par rapport aux puissances de son cosinus, 
exige que x soit compris entre zéro et r,. 

Enfin si l'on remplace x par arc sin^, dans la deuxième for- 
mule (i), et par arccosz, dans la formule (2), il viendra 

(3, ) "° "" " "' ' ' '" ; ■ ■ ^ °,t',"r,wi" * " 



On obtient des résultats numériques qui offrent quelque inté- 
rêt en faisant a- r= -7 1 =■;;' = 7^ «î^ns les formules { i ) . 

436 ~ ' 

Développement des fonctions logsîn,r et logcosor en séries 
ordonnées suivant les puissances ascendantes de x. 

209. D'après les formules (i) du n° 187, si l'on désigne les 
logarithmes népériens par la caractéristique 1, comme nous 
l'avons fait jusqu'ici, et que l'on pose 

les quantités R„ et Iî'„ tendront vers zéro quand /; tCJidra vers 
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l'infini. Or, pour toutes les valeurs âe z comprises entre — i 
et -H 1 , ou a 

donc les logarithmes, en nombre limité, qui figurent dans la 
première équation (i) seront développahles en séries ordon- 
nées suivant les puissances croissantes de x pour toutes les 

valeurs de cette variable comprises entre et -\ — ; pareil- 
lement les logarithmes qui figurent dans le second membre de 
la deuxième formule seront développables de la même ma- 
nière pour toutes les valeurs de x comprises entre — tt et -h ît. 
Si l'on forme ces développements el que 1 on fasse tendra 
ensuite n vers l'infim, on obtiendra les valeurs de logcosxet 
de logsinx en séries infinies. Or il est aisé de voir que le 
calcul qu'il faudra exécuter est de tout point semblable à celui 
que nous avons développé au n° 192 pour obtenir les séries 
qui représentent les valeurs des fonctions tang:»: et cotir. Le 
calcul relatif à — logcos;»: ou à logsina' — logjr diffère seule- 
ment de celui qui se rapporte à tanga: ou à cota: en ce 

que les exposants de x sont augmentés d'une unité, et que 
les coefficients sont divisés par l'exposant de x, circonstance 
dont le Calcul différentiel donne la raison. D'après cela, on 
peut écrire immédiatement les deux formules 

Bi, B,,. . ,, B„,. . . désignant ici, comme au n" 192, les nom- 
bres de Bernoulli. En retranchant la première formule de la 
deuxième, on obtient 

(3) s ' '„'■ ,.. 
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La première formule (a) et la formule {^i) subsistent pour toutes 
les valeurs de ;ï: comprises entre et -l — j la deuxième for- 
mule (2) peut s'étendre aux valeurs de x comprises entre — tt 
et -|-îr. Le cas de x négatif n'introduit point d'imaginaires, 
car nos formules ne renferment en réalité que les seuls loga- 

, , , , sina^ , lans.r. . , , , 

nthmes ico&x, 1 1 i- > qui restent réels quand x est 

négatif. 

Si l'on remplace les nombres B, , IS5,. . . par les valeurs 
que nous avons obtenues aun° 193, 11 viendra 






3o a835 



210. Les formules {2) peuvent être employées pour la con- 
struction des Tables des logarithmes des sinus et des cosinus. 

Si l'on y fait x= , qu'on les multiplie par le module M 

des logarithmes vulgaires et qu'on y introduise, au lieu des 
nombres de Bemoulli, les sommes S ou S' liées à ces nom- 
bres par les formules (8) du n" 192, il viendra 

logées /^ 90°) r--— M ^ë, ^^ + '- S, '-J -\- -^ S, ^'- -h . . .) , 

logsin f ~ go"! ^- log^ -;- logm — Ingn 

\2' n= a,a< n' 3.2' n' / 

la caractéristique log exprimant des logarithmes vulgaires. Ou 
aurait obtenu des séries plus convergentes si l'on avait con- 
servé dans les formules (i), sans les réduire en séries, les loga- 
rithmes de I — -'-p et de i ^1 quantités qui se réduisent ici 
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— ; les développements de ces logaritlimus 



<!t, si l'on retranche ces équations respectivement des deu\ 
précédentes, il viendra 



=l„g( 


, -1- „■) 


-H..g(«- 


'») 


— 1\ 


[.,- 


■'5 + ; 


(S. 


..i.(2 


H 






= iog: 


-1- !og/ 


,H-ioe(„ 


-h 



)rT + ïi:s.-i)-- 



;=(■•'.—)- 



^(S'.->)^ + 3^(S'.- 



Ces deux formules sont très-commodes pour l'objet que nous 
avons en vue ; en les retranchant l'une de l'autre, on aurait la 

valeur de logtangl — go" j) que nous nous dispensons d'écrire. 

Si l'on calcule les coefficients numériques des formules 

précédentes avec vingt décimales, on obtiendra les résultats 
suivants : 



lOgCOS ( '-" goM .^ log [a — m) -h log (« -h m ) - 



alog/; 



-o,ioi4g48593 4189380353 -y 
-O,oo3i8 7ag4o 6545i 07231 —^ 
-0,000^0948580001741893 ~ 



C8483 48S98 3o;43 - 
148019398689554 - 
oi365oaa7a 02565 - 
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8171473773 J^ 


-o.ooooooo 


.00000,357.6^ 


(ii47" "Sîii 5j 


-o.ooooooo 


00 ..000 ,406. j;' 


24567 lîoOg ^ 


-0,0000.0, 


«»»>oooo,465!îS 


134559D006 -^ 


-.,ooo„.„o 


„oo.».oo.53- 


oiiS8i4»( J 




,00000.00.0,65: 


ooiaS i43o4^ 
ooOi3l4a83^' 











gsin (^ tjoM =: logw H- log ( 2 « -- m 

-1-1,5940598857021 


jo-2686. 


-,-,.)- 


3log« 


oyoociaSîGOoSgoi ç)ioi4 -p- 


-0 


o„,o„. 


Û0702 


67060 JJr 


ooiu756G44i(SIJiS46i3 ^^ 


-0 


,.0000,, 


0,003, 


5,077^ 


00003932914645391834 — 


-0 


000,, ..„ 


,,,00, 


■-■4',55 ~ 


000001720*7079336059 ^ 


-0 


0000,0,, 


0„,0, 


"858 ^ 


00000 00843 62986 29875 ~ 


-, 


0,000 000 


0OOOO.C 


0.738 ~ 


,00000000434871500180 -rr 


-, 


0,000000 


„ooo.,t 


00043 J 



2 3ig3i2i4(o^ 
o 1265g 07465 -^ 
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Développements en séries ou en produits injinis des 
fondions circulaires de variables imaginaires. 

214, Les formiiles qui expriment les fonctions cos:cet sin:c 
par des produits infinis de facteurs linéaires ne sont pas bor- 
nées au seul cas où l'arc œ est réel; ces formules subsistent, 
au contraire, quel que soit x. Il en est de même des formules 
qui expriment les valeurs des fonctions tangx, cot.a:, sccx, 
cosécjr, décomposées en une infinité de fractions simples. 
Enfin les séries ordonnées par rapport aux puissances entières 
et ascendantes de x, qui représentent les fonctions tangx, 
cot^, séc^, coséc^, dans le cas où .r a une valeur réelle 
comprise entre des limites convenables, ne cessent pas de 
représenter les mêmes fonctions quand x devient imaginaire, 
pourvu que le module de cette variable reste inférieur à la 
limite qu'elle ne doit pas dépasser lorsqu'elle est réelle et 
positive. 

Nous allons établir ici ces diverses formules par des dé- 
monstrations nouvelles, qui s'appliquent indifféremment au 
cas où la variable est réelle et au cas où elle est imaginaire; 
ces démonstrations reposent sur le lemmc suivant : 

Lemme. — ■ Si l'on désigne par c un arc réel compris entre 
zéro et -'- 5 et par z une variable réelle ou imaginaire dont le 
module soit inférieur à «, le module du rapport —— sera 
inférieur au module de - ■ 

En effet, si l'on pose 



_ tang {.y -i- ly] tan g(j; — ?>} 



taiig'a 


tacg'a 


'*' l«ng'". 



-(^=^.V. 
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or, le module de s étant, par liypotlicse, inférieur à «, ou a 
x=< «% et, d'après le lemmc du n" 186, î^^î^ < -■, on . 



taiig"« 


<-.' 


; ^t 


i^ 


donc 










mod 


tang's 
taug' a 


< 


COROLLA 


I.,.- 


• Ze, 


p de z est i 


i^™ 


»•■ 






tang' 








lauj,''. 





choses étant posées, , 
pourra écrire 



tang'î — taDg^a k' 

en représentant par e /a hase des logarithmes népériens, 
par 6 et 3 des expressions imaginaires dont les modules sont 
inférieurs à l'unité. 

Eli effet, d'après la formule (j6) du n" 203, on. a 



poiu'vu que le logarithme népérien qui figure dans !e premier 
membre soit pris de manière que la valeur absolue du coef- 
ficient de i soit au-dessous de -• Or, d'après notre lemme, le 
second membre de l'inégalité précédente est inierieur à la 

fraction j; d'ailleurs, comme nous supposons ^ <C -î 

cette fraction est plus petite que i, et elle augmentera si 
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l'on ajoute — à chacun de ses termes ; elle est doue inférienro 

à ^■ 

Le module du loffaritliine népérien de i — — ^ — étant 
o ^ tung^« 

inférieur à ~, ce logariUmie est égal au produit de ^ par 

une expression imaginaire S dont !e module est inférieur à i ; 
on a, en conséquence, 

tajig'a 

En second lieu, comme le module d'une somme de deux 
parties est au moins égal à la diiicrence des modules des par- 
ties (162), on a 

mod '^^1 

mod '■''"g^ < ^""g" , 

taag'a - tang's ^ _ ^^^^ tangos 

et, d'après notre Icnime, le premier membre de cette inégalité 

Pi 
sera, à plus forte raison, moindre que — — ; et que --■-■ 

Si donc on désigne par 3 une expression imaginaire dont le 
module est inférieur à i , on aura 



tang=a — tangos 



212. Les formules relatives à l'addition des arcs s'appliquaut 
aux arcs imaginaires comme aux arcs réels, toutes les for- 
mules cjui se déduisent de celles-ci acquièrent la même gé- 
néralité, ainsi que nous en avons déjà fait la remarque. Il 
s'ensuit que les formules (i), (a), (3), (4) du n" 185 sub- 
sisteront si l'on y remplace l'arc réel x par une expression 
imaginaire z d'un module quelconque p. Cela posé, considé- 
rons les formtiles {3), où m désigne un nomtre pair; dési- 
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gnons par n un nombre pair queleoncpc, assez grand cepen- 
dant pour que — ^ soit supérieur à p^, et prenons ra^n; on 
pourra écrire 



tang" ; 



tang» 
■Titang--) I— - 



" . (" + ■) -" 



D'après le corollaire du lemme établi plus baut, les loga- 
ritbmes népériens des expressions i — £„,,„ et i — r;„,j„ ont 
pour valeurs 

1 (, - =„) = J- \j^^. + (-^J-'jy + . . . -i- (--H^yJ . 
'(■ »-..)- ,. [„. + („ + ,,. ' •••+(„_,,).]' 
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en désignant par 6„, 8„^,^ . . . des expressions imaginaires 
dont les modules sont inférieurs à i . Or les modules des 
sommes entre crochets sont infërieurs aux sommes des mo- 
dules de leurs parties; ils seront donc respectivement inie- 
rieurs aux sommes S„+i et S„ des séries infinies 



dont la convergence a été établie précédemment. On aura , 
par suite, en désig;nant par 1„ et X„4., des expressions imagi- 
naires dont les modules sont inférieurs à i, 



(») 



Supposons maintenani que, J'enîior n restant constant, on 

fasse tendre m vers l'infini; le produit mtang— ou z — 

se réduira à z pour tw =^ co ; pareillement les rapports de deux 
tangentes qui figurent dans les formules (i) auront les mêmes 
limites que les rapports des arcs correspondants ; enfin le fac- 



teur cos"" — ~— 



se réduira à l'unité , comme 



dans le cas de z réel, d'après la proposition dém 

n" 198 (Remai-fjue). Si donc on désigne par t„ et «„ les limites 

de £„ „ et de ïi,„,„, les formules (i) deviendront, pour m=iea , 



(3) 



.-(-t=)(-|S)'-[-fiÎF=](— 
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et l'on aura ensuite, par les formules {2), 



^,,+1 et ?■„ désignant toujours des expressions imaginaires dont 
les modules sont inférieurs à i. 

Mais les sommes S^ et S„^i ne sont autre chose que les restes 
des séries convergentes 



ces restes tendent vers 7,éro quand n augmente indéfiniment; 
on a donc 

Par conséquent, si l'on fait tendre n vers l'infini, les for- 
mules (3) deviendront à la limite 

(„..(.-i?)(.-g)(.-£.).... 

et, en remplaçant z par iz, dans ces formules (5), on aura 

(^:^..Ç)(..i5)(..JJ).... 

Si l'on pose z ^x -l-ij, les premiers membres des for- 
mules (6) se réduiront respectivement à 

d'où il suit que ces expressions sont décomposables en un 
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produit d'une infinité de facteurs linéaires, et la même chose 
a Heu en conséquence à l'égard des carrés de leurs modules, 
carrés qui ont respectivement pour valeurs 



Les formules (fi) prennent une forme plus simple quand o 
écrit — au lieu de z; on trouve ainsi 



(7) 



213. Les formules (3), (4), (3) et (6) du nM89 subsistent 
quand on remplace l'arc réel x par une variable imaginaire z 
d'un module p quelconque. Si donc on choisit, comme précé- 
demment, un nombre pair n tel que — soit supérieur à p \[i, 
et que l'on prenne ensuite pour m un nombre pair supériciir 
à n, les formules (5 ) du numéro cité donneront 



' tangï — taiig 



(0 



- f cot-~-i-taiig— ) 

I tang'— — tûag=" tang'*^ — î-^^ — tang'- ' I 

= ( — cot — — tHDg— ) — — ( cot -- 4- tans — ) 

j '»"8'^ "^"^'^ 1 

I tang'— -tang'— tang' ^"^'^'^ — tang' - ' j 
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tang' — tang' — 

tang= i -^ — limg=— tang= ~ — ~ — taa 

tang'£- timg' — 



D'après le corollaire ciii n''2M, ou peut écrire 

^n)9„4.j,. . . étant des expressions imaginaires dont les modules 
sont inférieurs à i. En reproduisant ici sans modîâcatîon le 
raisonnement dont nous avons fait usage au n° 212, on parvient 
à mettre ces valeurs de i,„ „ et de n,„ „ sous la forme suivante : 

S„ et S„^| ayant la même signification qu'au numéro précé- 
dent, et !„, }.„^i désignant encore des expressions imaginaires 
dont les modules sont inférieurs à i. 

Le nombre n restant constant, si l'on fait tendre m vei's 
l'infini, les formules (i) donneront, en désignant par £„ et r)n 
les limites de e„,^„ et v)„,^„ , 



-p^j: 
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et l'on aura toujours par les formules (a) 

(4) ..--=^y„ti.„, ,.=.^f\s.. 

Si maintenant on fait tendre le nombre n vers l'infini, les 
quantités e„ et ïj„ tendront vers zéro, et l'on aura, à la limite, 



(5) 



r^w^^W' 



De ces formules on peut déduire, comme nous l'avons fait au 
n" 191, dans le cas de z réelle, les deux autres formules 



(6) 






5; 



qui ont lieu en conse'quenee, ainsi que les formules (5), pour 
toutes les valeurs réelles ou imaginaires de z. 

Si l'on remplace z par iz, les formules (5) et (6) prennent 
la forme s 



âli. La méthode dont nous avons fait usage aun°192pour 
obtenir les développements des fonctions tanga; et cota: en 
séries ordonnées suivant les puissances entières et ascen- 
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liantes de x consiste dans une simple transformation des for- 
mules (5) ; celles-ci ayant lieu quelle que soit la variable x, 
les raisonnements du n" 192 s'appliquent sans modification 
au cas d'une variable imaginaire. Ainsi l'on a les deux for- 
mules 



(8) -^."'{^'-'-O 



.^(2^-. 



qui subsistent, la première pour les valeui's de z dont le mo- 
dule est inférieur a - et la seconde pour les valeurs de z donl 

fe module est inférieur à :t. En cliangeani, s en - dans la 
deuxième formule, on obtient, comme au n" 192, 



(9) 



>,3.4 



Dans ces formules {8} et (9), Bi, Ba, . . . désignent, comme 
précédemment, les nombres de BernoulH. Par le cbangement 
de z en iz, les formules (8) deviennent 









,.3.4 



la formule (9) devient, par le môme cbangement, 
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mais le premier membre de cette formule (ii) est égaJ à 
1 — ; on peut donc écrire 

formule dont on fait int fréquent usage en Analyse et qui sub- 
siste pour toutes les valeurs de z dont le module est inférieur 

Enfin l'analyse développée au n" 195 s'applique aussi, sans 
modification, au cas d'un arc imaginaire, et l'on a 

(■3) ' .. '■" .. '";:;"' 

C, Cs, . . . désignant ici les mômes nombres qu'au n" 195. 
La première des formules (i3) exige que le module de s soit 

inférieur à tt, et la seconde que ce module soit inférieur à - ■ 
En changeant z en iz, ces formules deviennent 



+ (-.)■&.-- 
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CHAPITRE TT. 



DE LA RÉSOLUTION DES TRIANGLES PAIi LA VOIE DES SÉRIES 
ET DES FOIIMULES TRIGONOMÉTHIQUES DIFFÉRENTIELLES. 



Sur la manière d'exprimer les angles dans le calcul. 

215. Les méthodes que nous avons exposées dans les Cha- 
pitres in et IV, pour la solution des divers problèmes de la Tri- 
gonométrie rcctîligne ou splicrique, ne laissent rien à désirer 
sous le rapport de la rigueur ; maïs il est des cas où il peut 
être plus simple et plus avantageux de substituer des pro- 
cédés particuliers aux méthodes générales, soit pour abréger 
les calculs, soit pour obtenir des résultats plus précis et plus 
indépendants de l'erreur des Tables. JNous nous proposons, 
dans ce Chapitre, d'examiner les cas les plus importants; les 
solutions que nous présenterons reposent toutes sur l'emploi 
des séries. 

216. Les angles sont exprimés dans le calcul, soit par les 
degrés, minutes et secondes qu'ils contiennent, soit par les lon- 
gueurs absolues des arcs qui les mesurent, ces arcs étant pris 
dans le cercle dont le rayon est i. On a souvent besoin, dans 
les applications de la Trigonométrie, de passer de l'une de 
ces expressions h l'aulre ; nous allons indiquer ici la manière 
dont on effectue habituellement cette transformation. 

Soient X la longueur d'un arc qui mesnre un certain angle, 
et x' le nombre entier ou iractionnaire de secondes contenues 
dans cet angle ; il est clair que x est égal à x' fois l'arc de i", 

mais, comme l'arc de \" diliëre de son sinus d'une quantité 
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plus petite qu'une unité du quatorzième ordre décimal, il est 
permis dans les applications de siiistituer ce sinus à l'arc, et 

Supposons, d'après cela, que dans une formule figure un 
angle x évalué en parties du rayon; si l'on veut faire que cet 
angle soit évalué en secondes, il favidra remplacer x par x'sin i", 
ou simplement par x sin \" en supprimant l'accent. Au con- 
traire, si l'angle jt? se trouve évalué en secondes et qu'on veuille 
faire qu'il soit évalué en parties du rayon, il t'audra rempla- 
cer X par -^'„-* 



Tableau des formules ijiU expriment les dévelopiJcinent.s 
des fonctions circulaires en séries. 

217, Nous rassemblons ici celles des formules établies dans 
le Chapitre précédent, dont l'usage est le plus fréquent dans 
les solutions trigonométriqucs. On a en premier lieu les six 
formules suivantes ; 



tangic = ,^ + — + - 






3 45 945 



^36o 



qui donnent les lignes tri go nomé trique s de x en fonction de 
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cet ai'c, et en deuxième lieu les deux formules 



( taiie'^ langea' 

qui font connaître l'an; x en fonction de son sinus ou de sa 
tangente . 

Dans les formules (i) et (2), l'are x est évalué en parties du 
rayon; si l'on veut qu'il soit exprimé en secondes, il faut 

218. JVous avons vu au n° 203 que, si les quantités 6 et;- sont 
définies par deux équations de la forme 



ou peut calcuW l'angle 6 et le logarithme népérien de /■ par 
les formules 



qui seront d'autantplus convergentes que p sera plus petit, et 
qui subsistent tant que p est inférieur à i . Pour le calcul il 
faut multiplier la seconde formule par le module M des loga- 
rithmes vulgaires; il faut en outre remplacer 6parâsini", 
dans la première formule, ce qui revient à diviser le second 
membre par sin s" ; alors, tant qu'on doit se borner à un petit 
nombre de termes, il est permis d'écrire sina", siii3", . . , , au 
lieu de 2 sin i", 3 sin 1", . , . , et l'on a ainsi 
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Si l'on change » en 180" — u, les iormules (3) deviennent 



(5) tangO = — *- > rz=\/i— ap cosu + p», 

et, en faisant le même changement dans les formules [4)) 0:1 
aura, pour calculer les valeurs de 9 et de logr, 



(6) ; 



Enfin on a très -fréquemment l'occasion de caleulei 
augle X déterminé par une équation de la l'orme 

(7) îang.r = — '■ tang-o:, 

où la quantité donnée m est supposée comprise entre — 



et, en remplaçant tangx par sa valeur LÎrée de l'équation pro- 
posée, il vient 

équation semblable à la première équation ( 5 ) ; on aura donc, 
en appliquant la première formule (6 ), 

(8) ^=,^„ïï^"+,„.?'iifc+,„.!iîi;+.... 

^ ' ■ sini" "" sinz" sin3" 

Cette dernière formule a été établie directement par Lagrange 
dans les Mémoires de l'académie de Berlin pour 1776. 



Des triangles rectilignes dans lesquels deux angles 
sont très-petits. 

219. Problème I. — Résoudre un triangle rectiligne, con- 
naissant le côté c et les angles A et B supposés très-aigus. 
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Les angles A et E élanl Irès-aigus, on peut prendre 

sinA =; A — ^ A', sinB = B — i: B% 
b 6 

sinC 1= sin [ A H- B ) = A -h B — g ( A + B)» ; 

, , csinA , csinE , . . 

es formules a= — .-p' 0= —-^ deviennent alor; 

" ^ A^^B 1 — -i{A-MJJ' 



A + B I— i(A+B)' 

effectuant les calculs indiqués et négligeant partout les teri 
du quatrième degré en A et B, il vient 

__ cA f 2AB + B"\ , _ «^B / A"-i-5AI!\ 



CCS valeurs sont exactes aux termes près du quatrième ordrt 
en A et B. Les angles A et B étant donnés en secondes, il f'aui 
écrire pour le calcul 

ck f 2AB + !i' . , ,,\ 



chacune des parties de a et de l) devra se calculer sépai 
par logarithmes. 
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SÎ20. PnOBLÈMiî II. — liésoudro un triangle rectUigne, 
connaissant deux côtés a et h avec l'angle compris C sup~ 
posé très-ohtus. 

Posons C == i8o"— ■ 0, l'angle 6 sera très-petit. On a 
mettant i au lîuu de cosâ, si viiint 



développant par la formule du binôme et négligeant les termes 
en d d'ordres supérieurs au troisième, il vient 

Calculons maintenant A; on a 

sinAz;; -sinC '--■ -sinO; 

remplaçant c par la valeur (i) et sin9 par — • -r? il vient 

développant par la formule du binôme et négligeant les termes 
du quatrième degré en 6, il vient 

, _ afl r d' -\- b=~nb on 

mais, l'angle C étant très-olitus, A est très-petit, et l'on peut 
prendre 

sin'A 

A --^ smA ^- — ji— ■ 
b 

Substituant, dans ectle formule, la valeur précédente de sin A, 
il V iiml 
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valeur exacte aux termes près du quatrième ordre eu ô; ou 
trouverait de même 

^ ' a-i-b L («-!-&)' 6 I 

Pour le calcul, il faut, dans les formules (i), {2), (3), mettre 
9siui", Asiui", Bsîni"au]ieude 0, A,B;il vient alors 



h% r a{a 



- h) S'siii' 



hf 



Résolution d'un triangle rectiligne dans lequel on cannait 
deux côtés et l'angle compris. 

221. Soient a et 5 les côtés donnés, C l'angle compris, et 
supposons a<^b. La solution qui va suivre se rapporte au 

cas où - est très-petit, cas qui se présente fréquemment dans 

l'Astronomie . 

Pour déterminer c et A, on a les lïeus formules 



c sinA =r- a sinC, c cosA -z b — a cosC, 
d'où l'on tire 



1--C0SC 

appliquant ici les formules (6) du n" 218, ou obtient 
a sinC o? sm?C £ sJnSC 



loge = logi — M [ 7 cosG + ~ 

quant à l'angle B, on le calculera par la formule 
8 = 180°— A — G. 



)s3C 
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Cas d'un triangle sphérifjue rectangle dans loejiiel l'un des 
angles obliques est très-petit. 

222. On donne l'hypoténuse a d'un triangle spliêrique 
rectangle, avec l'angle oblique B supposé très-aigu, et l'on 
demande de calculer le côté c. 

On a 
(r^; lange =:l- cosB tango, 

I — tang:';-B 



° " " n-taug'-llt ° 

ap[»iicjuaiit la formule { 8) du n" 218, on oLticul 

(2) c-—a-~ tung'- B ^^^ — "^ + lang* -B 'r " — . . . . 

L'équation (i) ne change pas quand on cliangu a en 90" — 
et c eu 90" — tï; donc la formule (a) ne cessera pas d'êti 
exacte si l'on y fait le même changement ; elle devieiît aloi's 



cette nouvelle formule donne l'hypoténuse «, quand on ocm- 
nait le côté c et l'angle B. 

Cas d'un triangle sphérique dans lequel deux côtés digèrent 
peu d' un quadrant. 

223. Etant donnés les trois côtés d'un triangle spliérique, 
calculer l'un des angles dans l'hypothèse où les côtés qui 
comprennent cet angle diffèrent peu d'un qiutdrant. 

Soient J et c les côtés qui dîiïerent peu du quadrant; l'angla 
A qu'il s'agît de calculer diffère peu de a : si donc on pose 
6 + c = iSo"-!- s.jf, b—c=.2.q, A =^ il -h se. 
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les quantités p, q et x seront très-petites. La formule 
donne 



'S2p — <■■' 



n&ip -i-cos2i 



n — COs{a 4-3;) 
(,) J _ (,-,..»)(,-CO,2p)- (. 



On voit que, si l'on considère p et q comme des quantités 
du premier ordre, x sera du second ordre; et, si l'on veut 
négliger les quantités du quatrième ordre, il faudra remplacer 
cosap par i — 2p*, cosai/par i — 21/^ dans le numérateur 
du second membre de la formule (i), et réduire ces cosinus à 
l'imité dans le dénominateur du même second membre; en 
outre, le premier inemlire sera xsina, au même degré d'ap- 
proximation. La formule (i) devient, d'après cela, 

(2 ] a; = /j' tang - u — 5' cot - a ; 

mais il faut écrire, pour le calcul. 

Cette formule (3) peut être employée avec avantage dans 
les calculs géodésîques pour effectuer la réduction des angles 
à l'horizon; elle est plus expéditive et elle exige des Tables 
moins étendues que la formule du premier cas des triangles 
sphériques; cependant, lorsque les angles p et q surpassent 
I ou 2 degrés, il est plus sûr d'employer la méthode générale. Il 
est facile d'estimer l'erreur que l'on conimet, en faisant usage 
de la formule (3). Reprenons à cet effet la formule (i), qui est 
rigoureuse, et poussons l'approximation jusqu'aux termes du 
sixième ordre exclusivement ; le premier membre devra être 

réduit à X sin a 4- — cos a ; à l'égard du second membre , on 

Trig. S. ai 
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remplacera cos2;j et cosay par i— 2/j"+-=- et i — ay^H — ^- 

dans le numérateur, maïs on réduira ces cosinus à i — zp^ çt 
1 — ■ ay' dans le dénominateur. On aura donc 



lav i-h p -h q 1 ce qui est permis, 
et x^ par la valeur tirée de la formule (a), il viendra 

x —p' tang -a~q' dit ~ a +]-/(-- tang - a -1- j taDg= - a \ 



A^ 



4 

- p' 5' j cfi!; -a - — tang — 



L'erreur que l'on commet en employant la formule (3) 1 
donc égale à 



— ^/iV/sm^i" fcot^a — tang^«j, 

et il est facile de l'estimer par la considération du plus grand 
des termes contenus dans l'expression précédente. 

Résolution d'un triangle sphéi-i/jue dans lequel on connaU 
deux côtés et l'angle compris. 

224. Première solution. — Soient a et b les côtes donnes, 
C l'angle donné. On a, par les formules de Néjjer, 

/ A — B\ i^ ta.ns^acoiib i „ 

tacg Qo" -; = 2-^ '— tang-C, 

/ A+B\ 1 — tanff-~«tarie|6 t„ 

tang 00" -— = ^, 2A^ tang-C, 



r- tangi« tangjÔ 
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, eu appliquant la formule (8) du n** 218, il vient 

tangua sJnC 
taogY* sini" 

1 A-l-B I ^ 1 i , sinC 

-= go" G-\- tang - a taiig - 6 -;— — ,7 



— tang' — a tang' — i — — — + . . . . 

La première série est convergente si a est < 5 ; mais, pour (jue 
la seconde !e soît, il faut que l'on ait tang - a tang -b<^i ou 

Pour calculer c, on a cosc = cosacosà -r- sinrtsinJ cosC, 
d'où l'on déduit aisément 



On voit par ces équations <£uesin-c est le troisième côté d'un 
triangle rectïligne dont les autres côtés seraient sin - a cos - &, 
COS-« sîn-b et l'angle compris C. Pareillement, cos-c est le 
troisième côté d'un triangle rectïligne dont les autres côtés 
seraient cos - a cos - b, sin - a sin - S et l'angle compris 
i8o° — C. Appliquant donc ici le résultat trouvé au n" 221 , 
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on aura 

logsm i c — !og f cos ^asm~b\ 
-Ml tang-<icot-&cosC-i — tang*- acot'-6 coS2C-r--. | , 
■ (i =z log ( cos - a cos - è j 
I tang-ntang-&cosC— - tang'~« tang'-icosaC-i- ... j, 

<;t, en retranchant ces formules l'une de l'autre, on obtiendrait 
la valeur de logtang-c. 

225. Deuxième solution. — La solution trcs-éicgante que 
nous venons de présenter est duc à Lagrange; les lormules 
auxquelles elle conduit ne sont pas sous une forme qui per- 
mette d'évaluer facilement les éléments inconnus, lorsque l'un 
des côtés donnés est très-petit par rapport à l'autre. ïl est né- 
cessaire d'en obtenir d'autres qui procèdent suivant les puis- 
sances de ce côté, et c'est à quoi l'on parvient très-aisément 
de la manière suivante. 

D'abord, si l'on ajoute les équations (i) et qu'on les re- 
tranche ensuite l'une de l'autre, il viendra 

2sinG I 2sin2Ccotô i 

A =^ . „ tang - n-h ■ ■ . ■ ■ ■ , — j- tang= - a 



Si l'on suppose que le côté a soit très-petit, et que l'on 
puisse négliger les puissances de a supérieures à la troisième, 
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en portant cette valeur de tang - a dans les équations précé- 
dentes, et en négligeant partout la quatrième puissance de «, 
on trouve 

A=a -^—r + a' 510 1 " sinC cosC -r— ;■ 
[ smb sinl' 

(3) ( Ji = iBo"— c — «sinCcoti— -a'smi"sinCMsC(i-r?.cot'È) 

I ~-<."sin'i"rismCcos'Ccol»(3'l-jlc(.i"!.) 

I -ismCoot6(, + aœf4)]. 

)?our calculer c, nous emploierons l'une des formules de 
nekmlire, savoir : 



sini(C^B) 




cos^A ' 
^ . ,8o"-B-C 




....^..... i8o«-B- 


-CN 



On voit que, pour calculer le second membre au même degré 
d'approximation que A et B, il stiffira de conserver les termes 
en «' dans les deux derniers facteurs. On a 



et les équations (3) donnent ensuite, en négligeant a", 
sccJA = .-t-iA.,l».,-=, + i»>sin-.-'4î^, 
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. l8o° — B — C _ I_ . „ 

-[-ja'smU"siïiCcosC{i-\-icot'b), 

r8o°— B— G I . „ . ,,. ,, 

cos — - = I — 5«=sinM"Bm=Ccot=ô, 

Au moyen de ces formules, la valeur préeéiiente de 
sm-(c — b) devient 

sini(c— 6) = — iasini"cosC-:- -'-a'sin' i"sin'Ccotfi 

H-^a=sinn"rcosCsin'C(i-i-4cot=6)+^cosGl; 

enfin l'on a 

i(«-S)>m,"=sinl(o-^S) + ^.m-l(=-i,), 

et l'on trouve de cette manière, en ncglîgeanl toujours la qua- 
trième puissanee de ii. 



(4) 



Hr"sin=Ccot6 
^'d^-: -1- -r.ot'6) 



Les formules (3) et (4) sont surtout avantageuses dans le 
cas où l'on peut négliger la troisième puissance de a. 

Résolution d'un triangle spherique dont les côtés 
sont très-petits. 

226. Legendre a fait connaître un beau théorème par lequel 
on ramène à la résolution d'un triangle rectiligne celle d'un 
triangle sphériijue dont les côtés sont très-petits par rapport 
au rayon de la sphère. Ce théorème, très-intéressant en lui- 
même et fort utile dans les opérations géodésiques, peut être 
énoncé de la manière suivante : 
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Etant donné un triangle sphérique dont les côtés sont 
très-petits par rapport au rayon E. de la sphère, si l'on con- 
struit un triangle recliligne qui ait les mêmes côtés que ceux 
du triangle spliérique, les surfaces des deux triangles seront 
égales, aux termes près du deuxième ordre par rapport à —5 

et les angles du triangle sphérique seront égaux à ceux du 
triangle rectiligne, augmentés du tiers de l' excès sphérique , 
aux termes près du quatrième ordre. 

Pour démontrer ce théorème , désignons par R le rayon de 
la sphère, et par a, h, c les côtés du triangle sphérique rap- 
portés à une unité de longueur arbitraire; par A, B, C, 
comme à l'ordinaire, les angles opposés. Le triangle sphérique 
semblable au proposé, et qui serait construit sur la sphère de 
rayon i, a pour côtés -, -; ~, et l'on a, par suite, en posant 

a-\-l>-'rC~2p, 



V R R » R R 



on a d'ailleurs 








.:„ P — -/' P' . 
R R 6R' 




p—a_ p—a 
R R 


[p-a]" 


_. /i— i p—b (p- 


-^ 


■P — ''_P-- 


c __[»-<■ f 



Si l'on porte ces valeurs dans les expressions de sin- A cl 
decos-A, que l'on néglige les termes du quatrième ordre par 
rapport à ~, que l'on remarque enfin qu'à ce degré d'approsi- 
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matîon on a 



2 "'V *c V 3K 



^ V '" V 3tt" 

ou, en extrayant la racine carrée du deuxième facteur, par la 
formule du binôme. 

Considérons maintenant le triangle recliligne qui a pour 
côtés «, 6, c; soient A', B', C les angles respectivement op- 
poses à ces côtés et S' la surface du même triangle. On aura 

et si l'on forme les produits 

sin- Acos- A', cos-Asin-A', 

puis qu'on les retranche l'un de l'autre, il viendra, après ré- 
ductions, 

.1-. ,,,_ ^p{p-'^)(p-^){p-^) _ iS' 
sm^(A A)_^ g^^ "ës:' 

(*) La méthode qne nous suivons kï permet de passer immédialement des 
formules de la Trigonomêlrie sphérigue k celles de la TrJ^oDoinétrJe rectiligne. 
Par exemple, les formules ([), qui ne sont exactes qu'aux termeEprès du 4' ordre 
en — ) deTJendront rigoufeuses à la limite pour R = co, et elles se Eoduiront 
alors aux formules correspondantes de la Trigonoraùlric rectilignt!. 
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1 même degré d'approximation, 



(3) 









3 R' 


jquent, 


les m 


>is 


formules 




/ A = 


:A' 


S' 




' B = 


-B' 


S' 




1 C = 


■.c 


+ 4> 



3R' 



où les angles A, B,. . . sont exprimés par les longueurs des 
arcs qui les mesurent dans la eir conférence de rayon i. En 
ajoutant ces équations et en remarquant que &'-h B'-f- C = ît, 
on obtient 

A 4- B H- C :=:^ K -4- — • 

Or, si l'on désigne par S la surface du triangle spliérique, par 
e l'excès sphérique évalué de la même manière que les an- 
gles A, B, C, on a 

A-HBH-C-. = ,= 1; 
donc 

(4) s = s'. 

aux termes près du deuxième ordre en —) et les équations (3) 
deviennent alors 



(5) 

ce qui achève la démonstration du tliéorcme. 
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227. On peut, en suivant la même marche, pousser les ap- 
proximations aussi loin que l'on veut; par exemple, si l'on 

tient compte des termes du quatrième ordre par rapport à — > 

s qu'on néglige les termes du sixième ordre, on obtiendra 



- -x sin'A' 



s difficulté 

„ si n'A' - 

LnA' siiiB's 

; temps on trouvera, aux termes près du quatrième 

(- sin'C'1 



lO 


sinA' 


siiiB' 


sinC 


' 


sin'C 


+ sir 


i=A'- 


3 


sin 


'E' 


10 


smA' 


sinB' 


Sir 


,C' 




sin=A' 


^sii 


i"B'- 


■2 


sin 


'C 



2 sînA' sinB' si 



S = 3 



228. Voici maintenant coimnent on peut faire usage du 
théorème de Legendrc. 

i" On donne les trois côtés a, h, c du triangle sphériijue. 
On calculera les angles A', B', C et la surface S' du triangle 
rectiligne qui a pour côtés a, h,c\ on en conclura e ^-—-. — j,, 
et les formules (5) donneront ensuite A, B, C. 

2° On donne les deux côtés a, b et l'angle compris C. 

On a S'-- -flJsinC; mais, à cause de C'=^ €■ — ^Tcj' sinC 

ne diffère de sinC que par des termes de l'ordre de — i et, par 
suite, on peut prendre 



On calculera s par cette formule, et alors la troisième équa- 
tion (5) fera connaître C; on résoudra le triangle rectiligne 
dans lequel on connaît les éléments a, h et C : on aura ainsi 
c, A' et B' ; les équations (5 ) feront connaiti'e ensuite A et B. 
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3° On donne, les deux angles A, B et le côté compris c. 
On a 



maïs on peut prendre 



i(A'+B'j' 



s étant connu, on aura A' et B' par les formules (5) ; la ques- 
tion sera ranienée alors à résoudre un triangle rectiligne avec 
les données A', B' et c. 

4" On donne les deux côtés a, h et l'angle A. 

On a 

S':=ia&sm(A'+B'); 

mais on peut prendre 

S'=i«Ssin(A + B), d'oi .= ^. "[.^+''^ 

l'angle B n'est pas donné, mais, n'ayant en vue que la déter- 
mination de e, on peut le calculer par la formule approchée 

sinB ::= - sîn A. s étant connu, on aura A' par la première 

formule ( 5 ) , et la question sera ramenée à résoudre un triangle 
rectiligne avec les données a, b et A'; les formules (5) donne- 
ront ensuite B et C, 

3° On donne les deux angles A et B et le côté a. 

On peut calculer s par la formule 

_ a' 5inB5in(AH-B)_ 
' ~ ^"^ ~""sinAsmi"~' 

on aura ensuite A' et B' par les formules (5), et la question 
sera ramenée à résoudre un triangle rectiligne avec les don- 
nées A', B'et «. 

229. Le théorème de Legendre peut encore être appliqué à 
!a résolution d'un triangle spliérique dans lequel deux côtés 
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diffèrent peu de 1 80 degrés, car en prolongeant ces côtés jus- 
qu'à leur nouvelle rencontre on forme un second triangle 
spliérique dont les côtés sont très-petits. On résoudra ce second 
triangle où l'on connaîtra toujours trois éléments, et l'on ob- 
tiendra ensuite aisément les éléments du premier triangle. 

Enfin le même théorème peut aussi être employé pour la 
■résolution d'un triangle spliérique dans lequel deux angles sont 
très-aigus; car, dans ee cas, le triangle supplémentaire a deux 
côtés qui diffèrent peu de 180 degrés. 

Formules trigonométrie aes différentielles. 

230. La résolution d'un triangle rectiligne ou spliérique 
ayant été eiTectuée, on a souvent besoin de connaître les va- 
riations que subissent les éléments calculés, lorsque les don- 
nées éprouvent elles-mêmes certaines variations. JVous sup- 
poserons que ces variations des données soient assez petites 
pour qu'on puisse les traiter comme des différentielles infini- 
ment petites, c'est-à-dire pour qu'on puisse négliger dans le 
calcul leurs produits et leurs puissances; on peut alors, en fai- 
sant usage des règles du Calcul (différentiel, calculer les varia- 
tions correspondantes des autres éléments par des formules 
très-simples, et se dispenser ainsi de reprendre la résolution 
du triangle avec les données nouvelles. 

TuiANGiEs HECTiLiGMES. — Lcs formules fondamentales de 
la Trigonométrie rectiligne sont 

Iog«^IogsmA=zlog& — logsinB:=logc — JogsinC, 
A-^B-l-C = l8o<'. 

Supposons que trois des éléments, parmi lesquels se trouve 
au moins un côté, reçoivent des accroissements très-petits, les 
autres éléments prendront des accroissements correspondants ; 
nous désignerons tous ces accroissements par la caractéris- 
tique i, et alors les équations précédentes donneront 

— — cotAM = — — cotBJB= -^ — colCK, 

M -(- SB + ^C = o. 
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Au moyen de ces équations on pourra calculer trois des va- 
riations âa, . . . , en supposant les trois autres connues, pourvu 
cependant cfue parmi ceiles-ci se trouve la variation d'un 
:ôte; il ne faut pas oublier que, pour le calcul, il faut écrire 
$A sîii i", âB sin i", aC siu i", au lieu de W, ÔB, 3C. 

Si l'on donne S'a et les variations des angles, on aura pour 
calculer ^b et ^c, 

( Sb -j:~ tsa-V-h sini"(cotB.ÎB — cotA^A), 

(0 " 

I 5c = Î3<z-l- (;sini''(eolC3C — cotAJA). 

Si l'on donne âa, èh et âA, on aura 

[ ^T. - _ i^ne^- !,. ^ i^?!^ .V, _u tîBS_B ., 



-JÈ — cEangBsini"^A. 



Si l'on donne 3a, Je, $C, 
/ 5c = cosB^n-(- 



!_ ^B :::= — 5A — ûC. 

Enfin, si l'on donne 3a^ 3b et Se, on aura pour calculer SA 

c) " = Fiir^di:? '' ~ c Jb'bI ■' " ^ . Jb'sI ■- '''■ 

et l'on obtiendrait, par des changements de lettres, deux au- 
tres formules semilables pour calculer 3B et 3C. 

231. Triangles sphériques. — Nous emploierons, comme 
dans ce qui précède, la caractéristique S pour désigner les 
variations lies éléments. La formule 

COSii =;cosè COSc -H siuô sine cosA 



y Google 



y Google 



